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１．はじめに
ターボ機械の軸振動問題の原因の一つとして、

シールやインペラ等の流体要素で軸運動に起因

して発生し、ターボ機械の安定性に多大な影響

を及ぼすロータダイナミック（RD）流体力盧～眇が

ある。このRD流体力は軸振動と流体力の相互

作用によって発生するため予測が難しく、ま

た、強い非線形性を有している。そのため、タ

ーボ機械の信頼性を向上すると同時に、開発コ

ストを削減するために、初期設計の段階から

RD流体力の影響を考慮し、ロータ系の安定性

を予測することが求められている。

非接触環状シール（以下シールと記述）は、タ

ーボ機械において漏れ流れを抑制するために用

いられる機械要素である。多数のシールを有す

る立軸水中ポンプやロケット用ターボポンプな

どのターボ機械では、シールに起因する振動問

題や事故事例が数多く報告されている眄～眞。そ

のため軸振動解析においてシールに作用する

RD流体力の影響を考慮することは、ターボ機

械設計において非常に重要である。

従来のRD流体力のモデル化は、Bulk-flow解

析やCFD解析である点（例えば平衡点）周りの線

形RD係数（等価質量、等価減衰、等価剛性）を

求めることにより考慮されてきた眥。しかし、

この線形RD係数はその点周りの微小振幅の振

れまわりを仮定して得られるものであるため、

それを用いた線形軸振動解析では、RD流体力

の非線形性の影響は考慮できない。そのため、

特に非線形性の影響が顕著となる大振幅時の軸

挙動を調べることはできなかった。また、この
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線形RD係数を算出する際には、解析に先立っ

て軸の軌道を与える必要がある。しかし、軸の

振れまわり軌道は本来RD流体力と軸振動の相

互作用によって決定されるものであり、RD流体

力の特性を知らずに予測することはできない。

本研究では、上記のような課題に対し、シー

ルに作用するRD流体力の有限差分解析と単純

ロータ系の軸振動解析の連成解析手法を構築す

る。RD流体力の解析にはBulk-flow理論眦眛で用

いられる半径方向に平均化した連続の式と運動

量の式を用い、ロータ系にはジェフコットロー

タを用いる。そして、RD流体力と軸振動の相

互作用を考慮しながら、同時シミュレーション

を行う。

そして、従来の微小振れ回り時の線形RD係

数を用いた軸振動解析では調べることができな

かった、軸が大振幅で振れまわる場合の連成挙

動や系の安定性を調べ、また、予旋回速度がそ

れらに与える影響を明らかにする。

２．本論文に用いる主要な記号
：ジェフコットロータ系の質量（kg）

：ジェフコットロータ系の減衰

（N s/m）

：ジェフコットロータ系の水平方向お

よび鉛直方向剛性（N/m）

：ジェフコットロータ系の基準剛性

（N/m）

：ロータの不釣り合い量（m）

：軸回転角速度（rad/s）

：時間（s）

：RD流体力の水平方向および

鉛直方向成分（N）

：ロータの水平方向および鉛直方向変

位（m）

：半径方向隙間（m）

：半径方向に平均化した流速の周方

向成分および軸方向成分（m/s）

：圧力（Pa）

：シール部のロータ半径（m）

：シールにおける周方向角度（rad）

：流体のせん断応力（Pa）

：シールの半径クリアランス（m）

：単位ベクトル

：シール表面（境界）における流速

（m/s）

：流体粘度（Pa s）

：流体密度（kg/m3）

：摩擦係数

：ロータおよびシールを表す下付き添

え字

３．理論モデル
平行環状シールのモデルをFig.１に示す。ま

た、ロータ系にはFig.２に示すような両端単純

支持のジェフコットロータモデルを用いる。流

体力が作用する位置に関しては、ロータ位置と
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Fig.１ Seal model



同じ位置に作用するものとする。平行環状シー

ルの長さは回転軸の長さに比べて十分短いと

し、シール内の軸方向の隙間変化は無視できる

ものとする。

RD流体力が作用するロータ系の運動方程式

は、行列形式で以下の式盧のように表される。

…盧

ここで、 は変位ベクトル、 、 、 はそ

れぞれ系の質量マトリクス、減衰マトリクス、

剛性マトリクス、 は軸の回転角速度、 はロ

ータの不釣り合い量、 は不釣り合い力を表

す。 はシールで発生するRD流体力を表し

ており、次章で詳しく説明する。

４．ロータダイナミック流体力
４－１　流体系の支配方程式

シール等の隙間流れでは半径方向隙間がシー

ル長さやロータ直径等の幾何寸法に比べて微小

である。そのため、流速の半径方向成分は他の

成分に比べ十分微小であるとして、以下の半径

方向に平均化した連続の式と運動量の式眦～眸を

用いる。

…盪

…蘯

…盻

ただし、流体系での周方向の座標を とす

る。ここで、 は流体密度、 、 、 、

はせん断応力、 、 はそれぞれ周方向お

よび軸方向の流速（厚み方向の平均流速）、 は

圧力、 は流体の半径方向の厚さ、すなわち半

径隙間を示している。軸変位 と半径隙間 の

間には、Fig.１より以下の関係がある。

…眈

本論文で取り扱う作動流体は非圧縮性流体で

あり、解析手法にはMAC法睇睚を用いる。MAC

法では運動量の式とそれらの発散から導かれる

圧力のポアソン方程式を支配方程式として解析

が行われる。圧力のポアソン方程式を次式に示

す。

…眇

ここで、 であり、 、

は周方向および軸方向の単位ベクトルである。

流体領域では、式蘯盻眇を支配方程式として用

いる。
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Fig.２ Jeffcott rotor model



せん断応力に関しては、Hirs'のせん断応力モ

デル眛を用いる。ロータ側とステータ側のせん

断応力の軸方向成分と周方向成分は以下のよう

に定義する。

…眄

ここで、 はそれぞれステータ側とロータ

側の摩擦係数を表す。そして、 、 はそれ

ぞれステータ表面とロータ表面の流速を表す。

せん断応力における摩擦係数 、 は以下の

Blasius Model眥を用いる。

…眩

ここで、 =0.079、 =－0.25を用い

る。この係数はYamadaが行った円筒流れの実

験結果睨から得たものである。

境界条件に関しては、以下のように与える。

まず、入口境界条件に関しては、周方向流速は

予旋回速度が で与えられ、軸方向には流

速勾配はゼロとする。また、圧力に関しては圧

力損失を考慮して、次式で表す。

…眤

ここで、 は予旋回速度係数、 はシール半

径、 は入口圧力、 は入口損失係数である。

出口境界条件に関しては、周方向及び軸方向

流速の軸方向勾配はゼロとし、圧力損失を考慮

して次式のように表す。

…眞

ここで、 はシール長さ、 は出口圧力、

は出口損失係数である。

４－２　有限差分解析

流体力の解析には有限差分法（FDM）を採用

する。時間発展についてはアダムス法（アダム

ス・バッシュフォース法とアダムス・モールト

ン法による予測子修正子法）を式蘯盻に用い、

次の時刻 における周方向および軸方向

の平均流速場 、 を得る。なお、ロー

タ系の運動方程式盧の時間発展により得られる

軸の位置 から、各グリッド位置の半径隙間

は式眈を用いて得られる。

空間に関する離散化については、スタガード

格子睚を用いて差分化する。圧力のポアソン方

程式眇を差分化すると、以下のような圧力場

に関する線形代数方程式が得られる。

…眥

式蘯盻の時間発展から得られた平均流速場

、 をこの式眥に代入して解くことで、

時刻 における圧力場 を得る。

５．流体力と軸振動の連成解析
５－１　連成解析の手順

Fig.３に軸振動と流体力の連成解析の時間発

展シミュレーションのフローチャートを示す。

+1pn+= 1nt t
+1wn+1vn

p

+1hn

+1xn

+1wn+1vn

t tn 1= +

eζPeL

sζPs

Rα

Rα ω

mr ms=nr ns=

f nr
hU

f ns
hU

r
r

mr

s
s

ms

=










=






















2

2

ρ
µ

ρ
µ

rfsf

rUsU

f fs r,

τ τ ρ

τ
ω

τ ρ ω

τ τ ρ

τ τ ρ

rz
r

r r r

ry
r

r r r

sz
s

s s s

sy
r

s s s

w

U
f wU

v R

U
f v R U

w

U
f wU

v

U
f vU

= =

=
−

= −

= =

= =



















1

2

1

2

1

2

1

2

( )

230 単純ロータ系の軸振動と平行環状シールのロータダイナミック流体力の連成解析…（4）

38 2019年4月



図中の①～⑦について、下記で詳しく述べる。

① 軸振動解析より得られた軸の状態量（変

位 、速度 、加速度 ）から隙間 お

よびその時間微分 、 を算出し、流体

力解析の入力として用いる。

② 流体力解析により得られた圧力 を積

分しRD流体力 を算出する。そしてこ

れを軸振動解析の入力として用いる。

③ 流速 、 および軸状態量 、 を

用い、流体系と軸振動についてアダムス法

により同時に時間発展させ、 、

および 、 を得る。

④ 軸状態量 、 、 、 から軸加速

度 の近似値を求める。なお、＊はその

時刻における収束計算中の近似値を示す

（次節で詳しく説明する）。

⑤ 得られた軸状態量 、 と か

ら隙間 、 、 を求め、圧力ポア

ソン方程式を解くステップの入力として用

いる。

⑥ 流速 、 と隙間 、 、

から圧力ポアソン方程式を解き、圧力

を求め、その積分によりRD流体力

を得る。

⑦ 得られた軸状態量 、 と と

RD流体力 が運動方程式盧を満足す

るまで、ステップ⑤⑥を繰り返して軸加速

度の近似値 を修正する（次節で詳しく

説明する）。

５－２　軸加速度の近似と修正

圧力ポアソン方程式眥を解くステップ⑥にお

いて必要となる の値を得るための軸変位の加

速度 は、軸振動の時間発展のステップ③からは

直接は得ることができない。そこで、本手法では

まず、軸の加速度 の近似値をNewmark-β法睫

を援用して得る。すなわち、次の時刻 に

おける加速度の近似値 を既知量 、 、

、 により次式で求める。

…眦

ここで、 、 である

（ステップ④）。

しかし、式眦で得られる加速度の近似値

をステップ⑥で圧力ポアソン方程式眥を解くた

めにそのまま用いると、運動方程式盧において

t tn 1= +

+1wn+1vn

+1wn+1vn
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FRDn
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Fig.３ Flow chart of coupled analysis



誤差が残る。特に を大きくした場合や一

定荷重などの作用により静的偏心が大きな場合

には、この誤差に起因して連成解析が数値的に

不安定となる問題が生じる。そこで、連成解析

の安定性向上のために、Newton-Raphson法を用

いて加速度 と流体力 を修正し、運

動方程式盧を指定する精度で満足するまで繰り

返す（ステップ⑦）。

６．解析結果と考察
構築した連成解析手法を用いて、回転速度を

準静的に変化させて時刻歴シミュレーションを

実施し、周波数応答を得た。Table１に解析条

件を示す。また、Table２に系のパラメータの

値を示す。

周波数応答の回転速度の刻み幅は100rpmに

設定した。数値積分の各時刻で、解析のステッ

プ⑦において解が収束したと判断する運動方程

式の誤差の閾値は1.0×10-5とした。数値積分の

時間刻みは4.0×10-5 sとし、回転速度毎に時間

発展を60,000回（2.4秒分）計算した。そのうち最

初の40,000点分のデータを過渡応答とし、後半

20,000点分を収束判定や定常値を得るために用

いた。これらの計算回数に関しては経験的に決

定した。

平行環状シールの有限差分解析におけるグリ

ッド数に関する収束性について、ロータの変位

の最大値の周波数応答と不安定化が発

生する回転速度（Onset Speeds of Instabilities：

OSI）について調べた結果をFig.４とFig.５に示

す。以下の計算では、Fig.４とFig.５のどちら

の場合でも結果が収束しているものの中で、最

もグリッド数が小さいものとして軸方向41、周

+2 2
x yq q

∗
+1F RDn

L D/
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Table２ Parameters in analysis

Table１ Analysis conditions

Fig.４ Grid converging about frequency response of rotor 
system with RD fluid force（ =12.0 μm）e



方向40を採用した。

６－１　RD係数を用いた近似解析との比較

盧 小振幅の場合

Fig.６に、軸の振れまわり振幅がクリアラン

スに対して比較的小さい場合の軸振動振幅の周

波数応答曲線を示す。不釣り合い量は =6.0μm

をロータに与えた。横軸は軸の回転速度、縦軸

には定常状態におけるシール中心からロータ中

心までの距離 の最大値を取る。図中に

は、秬連成解析結果、秡線形RD係数眥を用いた

線形解析結果、および秣シールの流体力を考慮

しない場合の解析結果を併せて示す。線形RD

係数は、軸がシール中心周りにクリアランスの

0.1倍の振幅で円軌道振れまわりを行うときの

Bulk-flow解析により求め、回転速度依存性を

考慮して算出した睛。

ロータ系のみの場合秣の共振周波数は750rpm

付近にあり、RD流体力の減衰作用により共振

振幅が大幅に小さくなっていることが確認でき

る。連成解析秬と線形RD係数を用いた解析秡

の結果を比較すると、軸の振れまわり振幅がク

リアランスの20％程度（Fig.６中の10μm程度）

と小振幅の場合では、共振振幅および不安定化

回転速度に関して両者の差は十分に小さいこと

が確認できる。

Fig.６の結果を得るための計算時間と計算環

境をTable３に示す。計算負荷の大きな周波数

応答計算が数時間程度で達成できている。

盪 大振幅の場合

Fig.７に、軸の振れまわり振幅がクリアラン

スに対して比較的大きい場合の軸振動振幅の周

波数応答曲線を示す。なお、不釣り合い量は

=36.1μmをロータに与えた。線形RD係数に関

しては、６－１盧節で用いた係数と同じ値を用

いた。連成解析秬と線形RD係数を用いた解析

秡の結果を比較すると、軸の振れまわり振幅が

クリアランスの80％程度（Fig.７中の40μm程度）

と大振幅の場合では、共振振幅および不安定化

e

+2 2
x yq q

e
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Fig.５ Grid converging about onset speeds of instabilities
（OSI）of rotor system（ =12.0 μm）e

Fig.６ Frequency response of rotor system with RD fluid 
force（ =6.0 μm）e

Table３ Machine features and computational time



する回転速度に関して、明確な差が生じてい

る。また、線形RD係数を用いた解析では、共

振付近で振幅が半径クリアランス50μmを超え

ている。この結果より、流体力の非線形性の影

響は大振幅時に顕著となること、そして、それ

が共振時の振幅や不安定化が発生する回転速度

に大きく影響を及ぼすことが示唆される。

Fig.７において、連成解析秬で不安定化が発

生した回転速度（2,500rpm）におけるロータ変位

の時刻歴応答をFig.８に示す。このように、連

成解析により不安定時の軸振動および流体力の

動的挙動も確認することができる。

６－２　初期位置に対する安定性

不安定化する回転速度の近傍において、連成

解析により安定解の引き込み領域を調べる。ま

ず、不釣り合い力が作用しない場合を考える。

回転速度を固定し、初期位置をクリアランス内

の様々な位置において時刻歴シミュレーション

を実施する。十分時間が経過した後、軸軌道が

平衡点（原点）に収束する場合を安定、軌道が

発散しステータに衝突する場合を不安定とす

る。なお、軸の初期速度および加速度はゼロと

する。

盧 入口予旋回をゼロに設定した場合

まず、予旋回速度係数を =0に設定した場

合を考える。Fig.９に、回転速度が2,890rpmの

時の結果を示す。様々な初期位置について調べ

た中で、軌道が平衡点（原点）に収束するような

初期位置を●で示している。この図から、安定

領域（引き込み領域）は平衡点（原点）まわりの

円形領域であり、この回転速度ではクリアラン

スの50％程度であることがわかる。

Fig.10に、Fig.９の安定領域の内側（○）と外

側（×）のそれぞれに初期位置を設定した際の軸

の軌道の一例を示す。平衡点（原点）まわりは安

定でも、その安定領域の外側に初期位置を設定

α
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Fig.７ Frequency response of rotor system with RD fluid 
force（ =36.1 μm）e

Fig.８ Time history of displacement of rotor at 2,500rpm, 
just above the onset speed of instability

Fig.９ Domain of entrainment at 2,890rpm



すると、軸軌道の振幅が徐々に増大し、やがて

ステータに衝突してしまう様子が確認できる。

このような軸の挙動や引き込み領域は、RD流

体力の非線形性から生じるものである。そのた

め、線形RD係数を用いた解析（Fig.６秡など）

では調べることができず、連成解析によって初

めて明らかにできる現象である。

Fig.11に、回転速度に対する引き込み領域の

半径の変化を示す。初期位置を平衡位置からク

リアランスの2％ずらした場合の不安定化回転

速度（約3,000rpm）の近傍の回転速度領域で、

Fig.９と同様に引き込み領域を調べ、その大き

さの半径を数値的に求めたものを〇で示す。な

お、クリアランス内を半径方向50分割の位置で

調べている。すなわち、その下側の領域が安定

領域、その上側（灰色で示す領域）が不安定な

領域である。この場合は、約3,000rpmより低速

側には軌道が平衡点に戻る安定領域が存在し、

一方、その高速側ではクリアランス内のほぼす

べての初期位値に対して軸軌道は不安定化し発

散することを示している。また、安定領域は、

約3,000rpmから低速であるほど広くなり、2,500

rpm程度まで減速すると、引き込み領域はクリ

アランスのほぼ全域となる。

盪 入口予旋回が安定性に及ぼす影響

次に、入口予旋回がこれらの初期位置に対す

る安定性に及ぼす影響を調べるために、予旋回

速度係数 を変化させて、６－２盧節と同様の

解析を実施した。Fig.12、13はそれぞれ予旋回

速度係数 =0.3（正の予旋回）、 =－0.3（負の

予旋回）に設定した場合の回転速度に対する引

き込み領域半径の変化を示している。

αα

α
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Fig.10 Orbit from inside and outside of threshold of the 
domain of entrainment at 2,890rpm

Fig.11 Frequency response of radius of stable region to 
rotor initial position（ =0.0）α

Fig.12 Frequency response of radius of stable region to 
rotor initial position（ =0.3）α



Fig.11からFig.13を比較すると、まず、従来

知られているように予旋回速度が小さいほど不

安定化速度は高速になり、安定化することがわ

かる。

一方、クリアランス内における初期位置の影

響は、この連成解析によらないと調べられな

い。クリアランス内において平衡点に戻る安定

な領域と発散する不安定な領域がともに存在し

ている回転速度範囲は、予旋回速度が小さいほ

ど広くなることがわかる。このことから、例え

ば3,300rpmに着目すると、負の予旋回を付加す

ることにより平衡点近傍ではこの回転速度でロ

ータ系は安定化できるが、クリアランス内の初

期位置によっては不安定となる場合があり、注

意が必要であることを示唆している。

このように、軸振動とRD流体力の連成解析

は、大振幅時の挙動の正確な把握、不安定化す

る際の動的挙動の予測や説明、そして、初期位

置に依存した定性的な挙動の変化（安定領域の

存在）など、これまでそれぞれ単独での解析で

は説明できなかった様々な系の特性を明らかに

することができる。

７．結論
本論文では、RD流体力と軸振動の連成解析

について、平行環状シールと単純ロータ系を例

にとり調べ、以下の結論を得た。

① RD流体力の有限差分解析と軸振動解析

の連成解析手法を構築した。その際に、流

体系の連続の式を満足しつつ、ロータ系の

運動方程式が満足されるように、ロータの

加速度の値とシールの圧力場をNewton-

Raphson法を用いて修正する方法を用い、

解析全体の安定性を向上させた。

② 軸の振れまわり振幅がクリアランス内で

大きくなる場合に、構築した連成解析結果

と従来の線形RD係数を用いた解析結果の

間に顕著な差が表れることを確認し、従来

の線形RD係数では軸振動の予測はできな

いことを示した。

③ 不安定化する回転速度の近傍において、

安定な平衡点はクリアランス内全域で安定

ではなく、平衡点を中心に円形の引き込み

領域が存在する。この平衡点の引き込み領

域の大きさは回転速度に依存して変化する

ことを示した。

④ 予旋回速度は平衡点の引き込み領域には

顕著な影響を与えることを明らかにした。

特に、予旋回速度は（負も含む）小さい値

になるほど一般に不安定化速度を増加させ

る影響を持つが、系によってはクリアラン

ス内に不安定化領域が存在する回転速度範

囲が広くなり、悪影響を与える場合がある

ことを示した。
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