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Laplacε 変換に工る

一変定数回路の解析

~f百五郎 LL! _L ヂ:

Analysis of a Variable Constant Electl'ic Cir乙uit

bγLapladan Transformatioll 

Goro Miura and Takashi Yamagami 

Abstract 

An electric circuit analized here is the one consisting of One resistance， 

one capacitance in seri巴3 with one inductance of which constant vari巴sin 

Si"!lU弓oid日l.PracticaI ly， th巴 problernis seen in th巴 b'ehaviourof a single-phas自

synchrOnCl'-lS aI ternaわrwith salient-poles connecteヨtoseries capacitors. Ap-
plyiug Laplacian Tt品mformationand rna'dng allowabI記 apP;'oximation，authors 

soIveヨresultingcurrents， as in the foIlowing simpl日 for111l1la，which ha弓 h:3.:~n

conside1'ed impossible 01' t1'oublesome so fa1'. 

iCt) = 十一二千 r 記〈一山台fc日 )(i) t~ 
r-トjto:L'(l+ b~ ノ)α- -~-c J 0 

I 緒 -z E司

電気工学の交流回路において，抵抗とインダクタンス及びコンデンすが直列にぜ続された最

も基本的な回路の種々な条件における過渡現象については，既にあまねく討議し尽されている。

烈Lこれ等は何れも 3者が一定の常数を持ついわゆる定集中定数回路で、為って，これ等のfドー

つまたは二つが何等かの条件に従って可変なる場合ば，その--!投的な数解析法は:主だ難渋で、

ある。実!尽にはかような問題は多く見られるのであって， {5ii)えばコイノLの鉄芯部の磁気飽和を

考慮すーる場合は，インダクタンスはBH曲棋によって変化するし， コンデデ、ンサの?絶色1摂去7部:邦E分の誘

電率を考F謄慮告蓋;するH

?たこI芭巨i流1涜t臼ラ発苦電1機幾の週渡現象や交i流7元花同期発電機の運転特特d世を考E応臆5宣:する町は， 回転子の凸極性に基づ

き，コイル・イングクタンスが正弦的回数によって周期的に変化する。

木問題は同期の凸極性を考慮した場合，いわゆるイングクタンスが月期速度の 2fgのJfNrJj

項によって， IE~玄的に恋!とする場合の償分方程式の特解を求めたもので，電気]刀了的に云えば

C 15) 
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単相交流発電機が，直列コンデンサを通じて永久短絡故障を起した場合の，定態咋電流を求め

ることになる。 解を半なる級数で表現することは寄易であるが，適当な近似を行ってこれ等級

数の，任意高調波における各銀幅項の値を明確にしその凸極性の影響を考察して，回路理論

的見地に立つ解釈を下し得るものでなければならないことは云う迄もなし、

日基礎微分方程式

ri十三(L・i)十+J山ニθ (1) 

但Lrは抵抗， Cはコンデンサ静電容量であり ，Lは

L=L'(1十2αcos2臼t) (2αく1) (2) 

また印)J日電圧 6 は純正弦波起電力で、

e=Elsinωt (3) 

とする。従って， (2)， (3)式を(1)式に代入して

ri十~{叩十2α凶(ùt) i・)ィーfb-dt二 E (4) 

いま考察しようとする時間以前は電流が雫で、あり，コンデンサ電荷も零であるとする時は

iU::;O)二 O

q= Ji仰三0)ニO
(4)式に Laplace変換(第1種〉を加すので、あるが

兄i(t)= J~ε一川)di=均〉

ミe(i)=E(会〉

23EiO〉=戸川一制

巴Jtj〔制=1Iω
となる。さて上の条件により，t::;Oに対しては

i(_O)ニO

fidt={J: + f}dl= J>dt 
であるから，これ等の変換式によって

C 16) 
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氾寸五ヤ〈σ1十2釦批ωα侃ωC∞O仙s

=叩i+~(2αcos2ωt • 刈

=L'p[I(ρ)+αI(t十j2ω〉十αI(ρ-j2w)]

日制。伽174=的〉

従って (4)式は次の如き形式で表わされるのである。

ヤ+L'p+上 }I(ρ)+αりの+j2w)+Conj=EωCp ) 

但し CO~げとはその直ぐ前項の共輯値を表わすことにするつ

さて

(5) 

叫ゆ+ら=Z(ρ〉 (6) 
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とすれば (5)式は

I(β〉十K(β){I(ρ+j2回)+I(p-j2仰)}ニF(ρ〉 (8) 

(8)式1工ρに関する恒等式であるから， ρの代りに ρ十j2nw(n= 一∞~+∞〉を代置し

てよし、。かくする時は結局無限個の代数方程式が得られ，これは次の如き 1個の無限マトリク

ス方程式を成立させる。

(Yn)=(an抽)(x帥〕

Yn=F(ρ十j2nw)

官制ニI(p十j2mω〉

印刷):無限正方マトリクス

(9) 

an明=1
an惜 =K(p+j2刃ω)

竹z=n

anmニ O

m=n十1及び mニn-1

Im-n::::三2

(9)式は次の如き形式を持つ。

(17 ) 
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m=Oとする時は Cramerの定理より (9)式の解は
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[仏zmlは CanmJの行列式である。

一般に

よ「川崎因子)=An( 

とおけば基硯方程式 (8)式の解は

l(p) =エA九(ρ)F(ρ+j2nω〕 (10) 

の如く無降、級数を以て表示し得る。

解式の{嘉数決定

問題は (10)式の表現における係数 An句)を決定して，解析的解を得るにある。いま(10)

式を原式 (8)に代入する。即ち

而皿

I(ρ十j2ω〉ニ2:An句十j2ω)Fi後十j2n+2仰〕
ー一。。

l(ρ -j2印〉ニエ Aパp-j2w)F(ρ十j21Z~-2ω〉

であるから(10)式に代入して

2: An(p)F(ρ+j2nω〉十Kω2:Aω(p+j2cv)F匂十j2n+2(ο〉
一。o -00  

十K(ρ)2: AIl(ρ j2(o)F(ρ斗j2n-2ω)=F(ρ)

(18 ) 
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両辺の ρ同次の項を比較する未定係数法により

nキo A，，(p)十K(β)An_1(ρ十j2ω)+K(ρ)An+1(βーj2印)=0 (11) 

幻ニo AcCp)十KCp)A_1(p+j2ω)+K(ρ)AtCp-j2ω)=1 (12) 

工学的見地よりみて A均(ρ〉の絞数は収飲するから

Lim A，，(ρ〕ニO
H一〉泊

従って仰が充分大きい処では (11)式は

At(ρ)+K，句)A"_l(戸+j2(JJ)キO

が成立する。上式で ρをρ-j2ω とおけば

An(ρ-j2w)十K(ρ-j2臼 )An-t(ρ)=0

(11)式で nを n--1におくと(仰を一段下げた処〕

A"_l(ρ〉十K(ρ)A"_2(ρ+j2ω)十K(ρ)An(ρ-j2ω)ニO

以上2式より A，，(ρ-j2ω〉を消去すると

{l-K(p)K(ρ-j2分)}An_1(ρ〉十KCp)Ar._2句十j2ω)ニO

(13) 

(14) 

19 

(13)式が nの充分大きい処で成立するとすれば， η を一段下げた n-1次数で (14)式が

同一形で誘導された。同様にしてこの次数を下げ，任意の犯でこの形を求め得る。即ち (14)

式で ρをρ-j2ω とおき， (11)式で"を η-2とおいて両式より Aη」句ーj2印〉を消去す

ると

{1一工J3鳴託奇~}川崎州。十一
上式で、 ρをρ-j2(!)とおき， (11)式で η を n-3とおき両式より An_2句ーj2仰〕を消去

する。同様な方法を多数回繰返すことにより結局

Ya(ρ)A，，(ρ) + K(p )An_tCp + j2ω〉ニO

Ya(件 1-K252T〉
K(ρ)K(ρ-j2ω〉

l--~(Þ -j2w)!iCρ-j4ωj 
一一一
- 1-………・・…-…-

(15) 

(16) 

以上は n>Oに対してであるが， ガくO に対しても同様な方法による。 ~nち (11) 式はその

億 nを -nと書き直し，仰の充分大きい処では A_<叫 1)土 Oとなるから

A_，，(ρ〉十K(ρ)A_(n_1)ぐρ-j2ω)=手O

ρを ρ十j2ω とおき， (11)式で nを n-lとおいて A_，(ρ十j2ω〉を消去ずるの 以下同一

方法を鰻返せば ηくこOに対しては(15)，(16)式に対応Lて次式が得られるω

(19 ) 
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Ya*(p)A_n(ρ)+K(ρ)A_叫 1(ρ--j2ω〉ニO

K(P)K(p+j2ω〉
Ya*句)=1一一一一一一一一一一

Yα*(ρ+j2ω〕

-1一一-KE唖t+ j2w L__ 
ーム 1-11EihF恒 jh?

=Yα の共聴値

さて(15)式より

K(P) 
An(DJ=-7日(jyAn_l(ρ+j2ω〕

で£る。 nを n-l，ρをρ+j2wに置換すれば

Kぐρ+j2(1ο〕
An_1Cρ+j2w)ニ一一 一一一→A，，_lρ十j4(!))

同様に

従って

Yι(ρ十j2ω〉

K句+j4ω〉
Al1_2(P+j4w)=一一一一一ー一一一一A，，_/ρ十j6w)Yα(p+j4w) 

孝

(17) 

(18) 

Kぐρ) K(ρ斗2j的 ) Kヤ十j扇二2ω〉
A均(ρ)=(-1)n-y;晶子一 Yα(ρ十j2w)-..…・・ Yα(p十j扇二か)-Ao匂+j2nw)

=( -l)nAo包+j2nJYICEj2必ー
VニoYα(p+j2

μ印〉 (19) 

同様にして付くOに対しては (17)式より"を ηー1，Tをρ-j2ω等に置換して運算すれ

lま

Aん_n砂刈飽ゆ伊ω)=(-1川 (ρ一j向2勾n刷Eο，
v':o y，α〔ρ一j2vω)

(20) 

となるo (19)， (20)式中の Ao(P)については次の如くして求められる。両式で n=1とす

ると

故に

K句〕A，(ρ)= -Ao(ρ十j2ω〉一一一一一Yα(ρ〉

K(ρ〉A_1(p)= -Ao(ρ-j2ω〉一一一一一一Ya*(ρ) 

K(p--j2印)A，(ρ-j2的)= -AoCρ〉
Ya(ρ-j2ω) 

(20 ) 
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!'L_， JI ，1.， K'⑮+j2ω〉
A-lゆ+j2w)= -AoCt)一一一一一J-

W
./ - <.0¥['./ Y

a
*(ρ+j2w) 

然るに (16)，(18)式より

Y
a
(ρ)=1-互 p)K(P-j_2必

Ya(ρ j2ω〉

Yαヤト1-K:匂)K句+j~w)
Ya*Ct+j2ω) 

であるから， これ等を(12)式に代入して

Ao(t) 一一一」一一一Ya(lう〕十Ya*Ct)-l

の如くなる。

21 

(21) 

以上の数式により An匂〉はすべて求まったQ 問題は(6)式， (7)式等の実際の定数をこ

れ等Jこ当て挟めて An(ρ〉を求め，級妻女の形を決定することである。

N 般 的 解 法

(10)式の電流解は Laplace逆変換により求められる。即ち

但し

1 iC+i∞ 
i(i)=B-1I(t) =ー士一 IePtI(討の

2方jJ C~i刀

=エ(eptI(t)の問)
とすれば部分分数の公式より

M(ρ〕
I(t)一 一一ーN(ρ) 

M句)ι M(ρ〕
一一一一一一一-N(が -b1 (ρーか)N'(pk)

N'(tk)ニ[匂LLPK
故にか， ρ2，・….."'tk>'……..で I(ρ〉は特異点を有する。 ρ=かにおける I(がの首数は

1，1. '-" r， '-， l _ M(か〉C必ニ I(t-tk) I(ρ〉l ~ L '1' 1'~--'. '-1'--' Jt=ρk N'(lう心

となる。故に

i(ド手グ〔色LεPkt_もCkCht
会1N'(tk) 住1

で表わされる。

(22) 

J-.式より判る様に電流解はp無限個の指数函数現より成り立っているの実際的見地よりみて，

(21 ) 
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この変定数インダクタンスと抵抗及びコンデンサ直列回路の定態時電流は，無限個の奇数高調

における E(ρ〉は既に示した通りF(P) 波より成り立つことが了承される。即ち(7)式の

E匂〉=QEz-- 2E一一一
(p+jw)(p-jω〕

(n=O~∞〉によって

1ωE， 
FCp ごとj初日〉一~ ・ 一一←一三-Z(ρ土j2nω) -(戸土j2九干lw)(ρ土j2;zぷ1日〕

F(少士j2nω〉であるから，

の特異点を有することとなり FCρ士j2nω〉の印加電圧によって定態時にばか=士j2η千I臼

が明らかである。故に (22)式は

山 (23) 

の如く表現Lてもよい。

定態時電流式V 
の特異点を有するが，同特明らかに Pk=-j2n十1日FCp+j2nw)は，前車で、述べた如く

異点はまた Fゆ十j2η十2w)によっても明らかに発生する。従って出数 ι化は

C戸 {C計 jC加例制問印刷十An+/p)FCρ十j2万干岳斗

-・・・・・・・(24)

AnCP)及び An+1Cp)を求めれば

n F-1 K〔j(2v-2瓦平1)ω〕
=(-1川。(-jω)万一 一一一一一

ν~o YaCj(2μ-2n十1)ω〕

(19)式により

(25) 

'i-r KCj(21J-2瓦二Fl)w)
=(-1)叫'Ao(jω)n~ 一一一一一一

Vニoy，αU(2v-2n十1)ω〕

AnC会〕
ρ二一j(2n+1)ω

これ

(26) 

さてここで、特定の ρ値に対応する K(が，

は既に連分数の形になっている Yα〔ρ〉導入による，数式の複雑化を避けるためである。 (6)， 

Yα(p)等の，近似値を求めねばならない。

An+tCρ〉
ρ=ー jC2n十1)ω

(7)式より

ρ2αιL' ρ2α 
K(p) = 一一←

1十rCp十CL'p' - (p-x)CP-y) 

(27) ;)=-£ ±jωf 

ωイZ二(U')' 
となる。上式で γ は微小であるしまた不足補償であれば恒に

c 22) 
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L5ωL' 
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C

 

一

ω

が成立するから (27)式は P三!士2jiに対しては

K(戸)=α (28) 

と近似することができるつこの際ωL'は恒に 1/ωCより小さいと云う条件が必要で，そうで

ない~î'は第 2，第 3 高調波等で、共振現象を惹起することになり， (28)式の近似は成立しない。

この条件は普通行われている同期機を含む送電線のコンデンサ補償においては，実際的に成立

することである。

さてこの時は

l+，vl工面「
Ya(ρ) =y，，*(少〉ニ1---- 二一=ー ー一一一一一一一
ρ三三-2j，" p~三2jω 1ー 竺-"--__ 2 (29) 

1-...... 

(2αく1)

従って (25)，(23)式の H値は

n示1 KCj(2μ-2元干D印〕
一一一一一一一ーにo Ya(j(2v-2n-tl)臼〕

K(j(-2n斗1)ωJ K( -j3ω) 
=Y;:(j(-弱布石J-・H ・H ・-・…・・……… Y1-;(-j扇子

n個

=[百えそ4a2_Jにb♂ (30) 

但し

b， = • _ ~α -
1-1平二71斗示 (31) 

;; K(jC2グ-2n-tl)臼コ
ニ:0Y，，(j(2JJ-2五千Dω〕

KCj(一品2+1)ωJ K(一j3ゆ) K(-jω〕
- YαCj(← 2n干DωJ ---- Yα(-j3ω) - Y，，( -jωj 

n十11岡

=b♂ Kく三j喧 (32) 
Ya( -jw) 

ρ孝士12jωlに対しては上式の如き近似ができないので次の様に求める O 先ず (27)式より

K句)=でー十74fF--7-ーで一
伊+-玄，+jω')加 2L'-jw') 

故に

(23 ) 
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KCjw) =寸ぷt+j(l+写京元長瓦子子日-- ~側
K(一jω)=(KIぐjw)J* ) 

引く一件日二)三(2h)fii引 JじよりJ
(16)， (30)式より

Y，，(jω〉=1-Jfb丘町二jw)_
1-b，K( -jω〉

に上記の式を代入して

Y，，(jω)=1 α2 

(1十JU十五'D-)(1ーす十 j2;U--)
一一一一一一~ (刊

{(1十与 j2キ )(1一一三一 j2ED-)-b1a 
Y，，*( -jω)=(Y，，(jω)J* 

次に同様にして

Yα(-jω)=1ームK(-jω)
ムα

(1+fi-72「 )(1一ごーポIT-)
Ya*(jω)=(Y，，(-jω)J* 

ェ1

、3ノ戸む
の
4
U

/
a
¥
 

、，EB
E
t
.

，BE
E
S，J

以上より (21)式の Ao(jω)，AoC一j臼〉は次の如く計算される。

A.oCiω〉- 1一一一一十一J~/- y，α(j印)+Ya*Cj臼)-1

=4-(1+与+j2か)(1-:-+一戸~U )・

((1+-5-7え「)(1-5--7ゐ-)-b1a} 

R={(l+予ゐ，-y-(:~J-bla} ・

{(l-J記長一)"-(ι)二川ーが

(36) 

Ao( -jw) = CAoj，ω)J* (37) 

K(-jω〕ア
また (32)式の末尾に表われる y疋-j，ム了についても (33)，(35)両式より

(24 ) 
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K(-tω〉 α
/ 一一← ー¥;， 二一「一一一 (38)Yα(-j，ω〉一 /ω， r V， (()' r '¥ 
( 1ト ー・丙 T，--H 1-----:~~- --，<> '-r ，--) 
¥ω j2(uL' J¥ ω j2ωV ) 

となる。 以上より (25)，(26)式に (30)，(32)， (36)， (37)及び (38)の各式を代入して，

A必(ρ)，An+lρ〕の ρ=-j(2n+1)仰における値を計算することができる。

次に日数 Ck の An(p)以外の部分について計算を施す。

{cρ+j(初十1川 F(ρ十j2nω)}。二一j伽 1)ω
E， 1 

=--2ω1}-.-----;ω， r ¥ん
(1十 一一一一一一 一一一 )(11 臼 j2ωL' ハム

{c印P叫 +1山肘阿j扇研p王豆+20お叫臼
E， ヂ 1

コ----PX;D--) 

=一一;厄~(J)L-'--.~_.- • •"1 I (i)J一一一子¥(，印， r ¥ 
一一一一一一一"，一一一{一一一一γ (u j2ωL' Jγω j2的L' J 

よってこれ等η悉〈を (24)式に代入し日数仏の値は次の如くなるのである。

1 ((_ r V (ω'¥' ，. -， ) 
Ck二二一一一2ヰ，-(-b，)n R l¥1+ }2ωl}-) -¥ 瓦)一(l十b，)α}

Rは (36)式で示される様な実数値である。

(::9) 

(40) 

(41) 

さて (41)式の憧でよいのであるが，この長幅項は甚だ複雑で，工学的解釈が難渋である。

それで許し得る仮定として 更に (36)式の R について最初の第1項の{ }内の

(1--f2:D--)~' (1+ i2:V-) 1-7お2'--):を， ¥1+ j2孟F一) と近似する。実際問題として j2ιuーは1に

比Lneg1igible smallであり，この近似ば充分妥当である。かくする時は

判(1十 jzEL'-)二日)"-b1a}"-a2

イ(1+ j2:L' )"-(守)"十(1十山)・

{(1十一7ふ;--)"-((:Yーは仙)
となり (41)式は

Ck二一一去Iアく-b，Y!
(1十jゐ )"-(七)"十(1一九

然して (27)式より

ω勺 :J一一一(d7)2
(25 ) 
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であるから結局

Ct=一手〔-bJ-7-71 -
山 叫 jlwL'-_元一切L'(l-b川

よって電流解は， (22)または (23)式により

i(t) = エ C，Æht=エ~cμ，t十 Conjt
一∞ 0、，

(42) 

=-E一一 _j • 三日)1/COS{(2匁山)例
1 叶仰

の虫nく求まったことになる。

刊結果の研討と結言

ここで甚だ興味深い結果は，実際上許し得る近似をもって各振幅1廷が極めて簡単な結果で導

き得られたことで，かっその可変定数インダクタンスは (30)式より計算される如く

〆 1 、 T/. ( 一一、
ωL仙7Jh=三~i-{l十2α十イト4α 2f 

の如き特殊な値を有することが判明したのである。 α=0とおけば，勿論定インダクタンス回

路で ωL'となる。 α=0.5とおけば，このイング、クタンスは Oと2ωL'の聞を正弦画数的

に変化する変定数で，この場合結果のインダクタンスはやはり ωL'となる。

また収欽級護士はムによって変化し， α=0ではム=0で高調波(均三;;2)は発生しないし，

α=0.5では ι=1で、永久に減衰しない，それぞれ相等しい振幅項を有する無限の高調波を

合有する。 α=o~o. 5の間ではにの中聞の現象となる。

これ等高調波のため，電流波形は非常に尖説となってくることが判る。因みにその尖顕値を

求めてみれば， (43)式で ωt=7tにおいては

i (l)p 
1 
1十ム

El 

山一川/オ(1寸 )α一夫r
となり基本波のそれより小となるが，若し印加電圧が E1sinωf でなく E1cosωt の時は

1 ー の如くなってくることが容易に了察される。
l-b1 

またコンデンサ南端の竜庄は

Vc= r _i笠Ldt
J w七

より求まり，上記と全く同様な解釈を下L得る。

( 26) 
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以上述ぺことにより不足補償(コンデンサ・リアクタンスがイングクタンス@リアクタンス

より小〉の場合は，充分な正確さを以て，従来困難視されていたこの問題を解き得たのである。

然L過補償となると，任意の高調波次数により

1 nω=一一ーでご---ーーニニτ二手二ご主二- --

似て1寸 )α
の如き共長現象が起るため，本式は不成立であるが，この場合はその特定次数に対する不足補

償範囲内で，以上と同様な式を樹立すればよい。然しその一般的表示は相当復雑なものとなる

であろう。木問題は若し実際の同期発電機の如く， 2次的回路要素の制重IJ捲線や回転子捲椋を

有する場合，また短絡瞬時の過渡現象を扱う場合の，直列コンデンサの解法1，2に対し種々の

示唆を与えるであろうと信ずるO

終りに当り種々の御鞭陸を頂いた本中電気工学科の諸教官に深誠j-tるσ

l 三浦:電学誌 73，134ラ (1952) 

2 三浦:電学誌 74， 9~O (1953) 

(27 ) 

〔昭和30年5月27日受付〉


