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On  one Method for Solving Three-Dimensional 

Stress Problems by Means of Finite 

Fourier Transforms 

Sumio Nomachi* 

Abstract 

The purpose of this paper is to present the general solutions of the three-
dimensional stress problems concerning a re巴tangularparallelepiped acted by any 
forc白Son its boundaries. The呂ixcomponents of the stress and the three components 
of the displa巴ementare by virtue of the finite Fourier transforms writ七日nin the 
form of the tripple trigonometrical series with respect to x， y， and z. 

Introduction 

By means of the th1'ee functions app1'oach， J， C. Maxwell') had fi1'st 

asse1'ted and H. Neube1'
2
) had lately extended， or by means of Galerkin's 

vector which Galerkin3
) derived f1'om the idea of Love's st1'ain function4

)， 

the general solutions we1'e found out of the th1'ee-dimensional stress prob-

1ems. It is， howeve1'， too di白cultto dete1'mine these solutions to satisfy 

the boundary conditions. By that reason， the th1'ee-dimensional stress 

p1'oblem so far t1'eated may mostly be connected with elastic medium 

wich is infinite， semiinfinite， 01' bodies with axially symmetrical stress. 

Only a few investigators'" the autho1' thinks， have been dealing with 

the th1'ee-dimensional stl'ess p1'oblems in 1'ega1'd to the自nitebodies which 

have six side planes. 

The procedure herein proposed is a kind of operato1' calculus in which 

Green's formulas， relating to the equations of equilib1'ium of forces， are 
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168 Sumio Nomachi 

used in finding out the components of the stress and the components of 
the displacement in the自nite:F'ourier transforms. 

Equations of Equilibrium of Forces 

and Green's Formulas 

The stresses acting on six sides of a cubic element of an elastic me-
dium are expresses by three normal stresses σM 円， and σz; and three 

shearing stresses 'YZ' '叫， and 'xy. :F'rom the equilibrium condition applied 
to a cubical element of the body， the equations of equilibrium of forces 
take the well-known foorms 

ê)r，~ • ar~" ← '\'T 
一一三十一三乙十二三主一二ぷ，
ax ，;ヲy e)Z 

( 1 ) 

λ て~" a庁" '当て9 τ 
~'xy + ー{十~竺ニ .Y，

ax ay az 
(2 ) 

月T"" . aτ ー auz r;r 
-一一十一旦+一一ーエ b，
ろx 苛Y dZ 

( 3) 

where X， Y， Z denote the components of the body force per unit volume 
in x，ν， z directions respectively. 

The stresses are related to the displacements u， v， and w 

九二 (2[1十 ，1) 主三十 A 竺竺 +，1~竺，
匂 ax ay 方Z

3U ， iC'> ，~\ aυ aw 
円二 ，1-'"竺 +(2(J十，1)一一十 A--，

ax ay az 

σz = A au十』竺竺+(2μ十，1)_e型，
弓x ay az 

( 4 ) 
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( 5 ) 

て泥 =μ(コ十b，

whGre tんり，仰， are the components of displacement in x，γ， Z directions 
l'espectively ; and fJ， ，1 are Lame's constants. 

If we multiply th3 1eft side of Eq. (1) by L， that is a function dif-
ferenthble two times with respect to x， y， and z; and integrate by parts， 
then with the fol1owing abbreviations 

(168) 
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we find that 

J: J: J: f(x， y， z)削同 =Jf川 ，z)杭

f:J:f(X，y，物 dz= J f(x， y，山 u

f:J: f(:川伸dx= J f(川山~ ， 

J: J: f(x， y，仰向 =Jf(川山口

J[(JXL1]~dAx+ J[TxvLJgdA汁J"[， zx L1]g dAz 

[' f OLl _ ， oL， _ ， aL， _ 1 -1 TT _ I 
_ ~ ~ U -LJlσx+ ~~1 'x，，+一一 τzx¥dV = IXL， dV ハax 却 JM j j 

( 6 ) 

Putting hereinto the relations (4) and again integrating by parts， we finally 
have 

J[σXL，]~'dAx 十 I [τ却 L1]gdAy十 ¥[TzxLJ刈-JI-(2川 )u品ー
J J J I ax 

十 aL，+ fiW aL1 T dA_-rr uu aL1__ + Av oh Tdk f1V ~~1 + !iW 'j~l Iα.!ix-I卜f1u ー十 AV~-::2__ IαA" 
ay az _lo JL oy ax Jo 

-JトヨトMrldAz+j(川日刊)U3jdV

斗日)i(va2
L1

十wfZ!dV=[XL1dV，
J l axay az弓xJ j 

where 

斗二三! ト三¥ー十三
2

ax2 ay2 oz2 

Similary， Eqs. (2) and (3)， yield the followIl1g Green's formulas: 

J ['XyL2]~仏+J[仏 JgdAv+J[叫 ]1仏 Ji仰生
JI ax 

aLo aLo lb， ， rl- 含I べ[;01 
+ (2ρ+A)v三三十四三:'_2__I dAv-11 f1V 

0'-'2十均三三と IdAx
ay oZ Jo J L ax oy J 

ilpv aL~ + Aw三日cdAzト¥fρf1L2叶 1十A)V斗 1dVJL[V az 
，，，.. 

ay Jo'._-
Z ' J l[V -~" ' w ' "} V 

ay2 J 
r (a2L eJ2L i?TT ( 

→(ρ+).)1 twー ー と 十U_D_LJ_2_ 
¥ dV = I YL2 d1f， 

J l aye1Z axay 1 J 

j作[，了ら~仏z叫zxL3J~おxL
E J J J Iθx 

θL3lC~7A ('1 _.. aL， ".. aL，lα 十 V '"_-'-'3 + (2(1 + A) W 一一 IdAz-11仰 -i+iu-L1dAm
ay az J 0 J L ax az -'。

(169) 
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一-I1ιρ仰ωρ2並Eι乞 +怖A畑り塾ι斗1ル辺hA十刊ifrρ此t此川μ
J Lroo aν az Joγjll r 

十 (μ+，l)Uu竺ι一+り三ι¥dV二 ¥ZL3dV.
J l azax ayaz J J 

where L2 and L3 are each a function which can be di百erentiatedtwo times 
with respect to x， y， and z. 

Nwe Simbo1ic Notations 

If f (x) satisfies Drichlet's conditions in the interval (0，α) and if for 
that range its白nitesine al1d cosine transform are defil1ed to be 

札 [f(刈=Jr(めsin?zd必

Cm[f(叫=Jμ)COS7Mm，

thel1， at each point of (0，α.) at which f(x) is continious， 

f(的=223札 [f(x)Jsin竺竺 x，
α 明 α

f(x)二1_If(x)伽十竺 εσ'n[f(x)}cos竺竺 x，
αJ 。 αmα

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

which cal1 be extended to functions of three variables. Suppose， for in-
stal1ce， that f(x，υ，z) is a function of the three independent variables， x， 
y， and z， al1d satis五esDrichilet's conditions in the spacial domain (0くおくα，
Oく Uくb，Oく Zくσ);then the五nitetripple Fourier transform of f(x， y， z) with 
regard to sin mrrxj，α， sin nrryjb， and siu rrrzjσ， may be wri tten in 

SmSnSr [f(x， y，的]二 iαrb

["f(:勿，u，z)-sin-jmtzsin竺竺y.sin竺rrZ d:忽吻dz， (14) 
JoJoJ 。 α b- c 

where 
m， n， γ 1， 2， 3， 4， ・・・・ ， 

then， at eachp oint of that space at which f(忽，ν，z)is cOl1tinious. 

f川，z)=1222Mぷ[f(川，z)J山竺ZrrX sil1竺斗sm竺 z. (15) 
bc -;; -;--;:α b - c 

In a simi1ar way， the白l1itetripple Fourier transforms with respect 
to sin mrrxj，αcos nrryjb cos rrrzjc and cos mrrxjαsiu niす/bcos rrrzjc， are related 
with f(x， y， z) by the two inversion formulas: 

(170) 
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f(x， y， z) =手 εsin竺ら!(sm[f(ZJ，z)]dAm
αοC 四 α l.

{''-'rv .r-t r ，"'; ".， nπ ('b 
十 2Lj I Sm Cn [f(x， y， z)J dz.cos ':" y + 2 Lj I Svργ[f(x， y， z)] dy J 0 .• .. C - • • ~. ，~ b ~ -; J 。

x cos竺 +4LJ 2.j SmCnCr [f(x，州 cos竿 y.cos立 z)， 
Z nr 0 C I 

f(x， y， z)ご -22hEEν!仇 [f(x， y， z)J dAy 

αbc π b ~ l.J 

十 2LJ¥' Cふ [f(x， y， z)J dz x cos竺ー勿 1-2LJ ¥' SnCr [f(勿pν，坊の
J 0 α ，γ. J 0 

xc∞ωO侃S主立竺Z叶十4担LJLJがCηJるβ丘S，札?勾zι[凹f打(
c 叩2泊~ r α σl  

Solutions 0干 RectangularParaUelopiped 

171 

(16) 

(17) 

If we locate the rectangular Cartesian coordinate as snown in Fig. 1. 

Fig. 1. 

and let 

L， = cos!!l'π ・ nπγπ
1 = COS --_ X 'Sln一τ-y'cos-z，

α o  c 

L ・ mπ nπγπ
2 ニ Slll--X'COS←-;-y.COS - z， 

αo  c 
(18) 

L ・ mπ ・ nπ rォ
3 ニ Slll--x. sm _，-y.sm _-z， 

αo  c 

then， with the notations 

M=竺竺 7¥T _ nrr R _ !'_π 一 …- ~ー

α' 日 b'日。
Eq. (7) becomes 
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for nキ m 二 γ=0，

J: Sn [(いJdz-J: Sn [(叫んoJdz + J: Sn [( r zx)z~cJ dx ) 

←一J: Sn引刈仙匁4北小[(い(什M士ららωz剖J叫2J斗いz戸山z~oJ d吋O

一 F川川N叶刈(I(一町吋吋Jポfc似叫いUド円=吋~b) d 

for m， nキ 0，r=O， 

(-吋:&[(叫んJdz-J:ι 区叫~oJ dz十 CmSn[(r叫ん]

一 CmSn [(什Tω叫叫Jふんんz戸山寸=吋O

一ベ(一吋Cιι孔引η叫m[乙べ[μu叫い川Uド円=寸~òJ d命Z一J:戸戸〉μμCιιι引勿叫1n[九ιべ[μu叫恥叫Uド刊v=o]司~oJ dゐzイ)一(伊伊M'(但2μ 卜A)叶 T2fJ}

x J: CmSn [榊-MN(川 )J:sι[vJ dz二 f:G"，Sn [XJ dz 

for n，γキ 0，m 二 0，

S，ι[(叫ん]一肌[(σx)x~oJ+ ( -1 t J: 5η[(叫~cJ dx 

-J: Sn [(τzx)z~oJ dx-pN {CnCι]-CJILo]) 

-ffN((-吋Cr [Uy~拘-j:CThud]dzjvR(snSr[九]

-SnS， [札o])川 2+R2)J:SnC，. [uJ伽ニf:sι[XJ dx， 

for m， n，γキ 0，

(-1)明 SnCr[(σx)t，，]-5ηC，. [(σム」十 (-lyC叫 Sn[(r口)ー]

-CmS" [(;:zz)z~oJ-f1N {( -lrCぷ [vx~aJ-CnCr [九日])

-vN {刊印刷~-bJ-C泊Cr [μu叫いU戸門4z吋 O

一 SnSr[叫~oJ} +)MfC -lySmS" [初日]-S，sn[初日J}

172 

(23) 

一 ((2fl十川十戸N2+，uR2} cmsncr [vJ一(μ十川N札叩C

十(いFμt汁+Aめ)MgS恥S札九5，.[wJェ CmSnC，.[XJ 

Proceeding as before， vve write Eq. (8) as follows: 

for mキ n=γ=0，

f:Sm [(叫 ~I，J dz-1': S勿 LC (]付川y)山んωい川Uド日y~oJ d:口~oJぷoJ d:刊dぬz引イ+f:S丘川川ふM品m[(吃ぺ心乙Iι[巨(らω叫叫z)ム)z~cJ行cJ

一J:Sιふ判川九ぺ心乙ぺ[(川'y弘ωU伊ρι宏Jよ)z~o拘一ベJ:戸μ川Cι引明m[μu叫v-òJ ゐか一J: cιグ品~oJ ゐ吋) 
-，uM{c-1rf川

(172) 



173 

(24) 

Solving Three-Dimensional Stress Problems by Means of Finite Fourier Transforms 

for m， nキ 0，γニ 0，

(-吋Sm [(σu)uJZ j[:〉〉〉S札札η日品乙

一s，川bρι引川Cι引ηnL(令叫U炉よ)zoJ一川(一吋Cι匁品=吋」ゐ7，Jd白z一J:戸μCιι仏7η叫品2九L

一/ρJ叫M叫(山
x JCOS同μS丸SmCぷCι?η占羽"[vか閃Jd巾z一bヤ山F叶川十刊A川 NJ:Cιη叫ふ刈Lぷふ削鼠&削Zぺ[叶ゐιご J:8札M机ぷιCη[YJd品宅 ， 

for m，γキ 0，ね二0，

8，，，C，. [(O'Y)Y~bJ-SmCr [(l1y)y~oJ + (吋Sm[(ryz)z~cJ dy 

--J: Sm L( 叫~oJ dy一川C明 C，[ωu叫い川D戸円Y~bJ吋~bJ一Cι7叫Jぷ川4ριCι引γぺ[い仇ιL川叫牛h叫y戸門=吋~oJ

一F戸1M叶叫M叶{(吋 Crべ心ふι[いιιり叫札ど"~αaJ dy一J: c，川Cι引vぺ[いυい叫x=山x~oJ吋~oJ命叫十jい十1μバ川f♂引E吋(いιM川九，，8r[切札九叫ド…JαJ ] 

一S札勿Sn[札 oJ}-F (LVf2十RZ)J:丸山内=j:smCr[Y]札

(26) 
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for ?n， n，γ:'c 0， 

(-1)"8明 c，[(O'y)y~bJ-S叫C， [(.伊σ叫りY}I/ド円~oJ+(一1幻ys品 Cη[(，らUμz)よ)z一詰可Jc] ] 

一 8，，，Cぷι川7ηべ，[川~oJ-f一μ川川M叫(山

一叫叫(←刊一-l)"'C"C，[v品臼伽王=司Jα"J-CιnC， [いυ叫m目~oJ} 十Jペ吋{(ドド(ト凶刊一-1町)色官S...S比 bJ] 

一札ω似S，γ [い仇礼初叫件Uド=O])トμ」吋叫Nペ(I(刊 S忍川ふ川nβふLβ丸削S札山ηn[wz~c]一Mπ[初日J}
(μlVl'十(いA)N'十PR2jwnCr[り]い

+(仔Pρ，十Aめ)NR.S勾叫JιβSnSr[iωtυ1] 二 S針汎Lρση C γ [Y]ト. 

Similary， Eq. (9) yields 

(2川 )R {日，SmS"[wz~cJ-SmSn [Wz~oJ} -川(川Sr[W，， ~(J 

-M[hoトペ(一川ふがい]一日 [WU201

一(h川I必M2ト旬廿明P川川N2斗十伽幻川川R2)S哨机[μ仰叶]十川

十(いμ十A々)λNR-8丘mるCnるC，[1IJ工 S叫 SnSr[zJ. 

Each of the three equ.ations (22)， (26) and (27) include the finite Fourier 

transforms of u， v， and ~υ ， Hence， the finite Fourier transforms of u， v， 

and W: 

(27) 

C叫 SnCr[uJ， S明 CnCr[uJ， 

can， with solving Eqs. (22)， (26) and (27) simultaneously， be expressed by 

S"，SnSr [wJ 

(173) 
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the double finite Fourier transforms connecting with the stresses and the 
displacements on the six side planes. 

These double finite Fourier transforms are the boundary values to be 
determined as satisfying the given boundary conditions， and apparently 
the numbers of the double finite Fourier transforms are same as those 
of the boundary conditions. 

To avoid the complexities of further evaluations， let us introduce the 
following notaions: 

出;;!こj:Sπ[(山]師J:Sn [(ルoJdz ， 

冗凶 B:"o1 _ (c CY r r 
_ 
¥ 1 r1 ~ --， ( 

π B明。f= j， S札山畑"，[伊偽W川Jム)凡b~bJ dz 干!上o
S忍札山J川Jるべ[(何円引叫y)yド円=司~oJ d 

;ゴ2:iゴ:}ニ丸Gr[(o"x)ー]平SnGr [( t1 x)x~oJ ' 
r: B~，.l 
πB附 j

ニ SmCr[(円)ドuJ平 8mCr[(σy)y~oJ ' 

πD;n 1一向 [ 
1τly(J-j。&KM)ー]dx + t Sn [(叫

πF ;no 1 _ iO 

CY ir _ ¥ 1 r1." -;-I 
πFmoj-joS叫[(;:yz)戸c]dy平j。丸 [(ω)Z~μy ，

:2:;;)二 CmSn[(r叫ん]平CmSn[(叫oJ，

: 5正日i江ゴ;j)= &丸M肌 机ριιCιι引?匁」ι，[， 

z i j 二→十f(い(ゆ(Vx~a)り丸九い必h…J詰吋Jαa)dA 忽x+J平吋J(ωりいω♂目叩x-o)d吋-0)川)川dA勾U， 

ji:! こ J(Uy~ù) dAy + J(Uy~o) dAy ， 

H~，O 1 _ (c 
r' rn. 1 r1~ -;-r Hmoj-jocdUH]白平tCm [UFoJ dz ， 

?と )=j:cιaJdz 平j:cn[九~oJ ゐ，

zi;)二 f引いJdx + J~ Cr [Uy~oJ dx ， 

J;r 1 _ jU 
r' ro. 1 r1." -;-

jb 

Jb j jo CT[υJ 

zjj 二 C明Cr 仇~bJ 平 Cふ [Uy=o] ， 

j;::)ニ CnCr[Vx~aJ 平 CnCr [Vx~oJ ， 

(174) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 
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E~r ) 
E?J=SnSr[tty-] 平 S"Sγ [Wx~o] ， (但44的) 

) z託日iとυ:j)ト=s汐叫A川ゐぷ刈&別[初叫叫戸円y=o]平S拙Jふ刈Sr削γぺ[W叫叫~川r刊11"0] • (件4品5町

EE去日i乙ゴ;j)= S叫Jふ川S"削7匁べ，[切札川ドZ~C] 平 S丘7川'lnSr.ι刈ι，8̂丸削8̂札川7π」以るぺ[

Now， for Eqs. (19) and (23)， we have 

A"o十九一川oーベ(1+同づHoo+(l一日川)

一ρN作μ]dAy 川相u]dA"= JSη[X] dAy， 

B泊 0+Fmo-f1M.札。-μM{(l十(-1)川 +(1一同寸Jioj

-(1Mがい]dAxーバがい]dAx二件[Y]dAx， 

for Eqs. (21) and (25)， 

A"r+Do 一川一凶凶川川r{下(Iいい(件肘1+十凶η勺)川Hパ 1一十(←刊一-1)町刊)γZ

+ρREnr-イ{r:S丘?勾♂丸川zρι引Cι引Tべ[X]d忽ニ μ(N
2+ R2) J: SnC [u]仇

Bmr+Fmo一川Hm一戸M(日十同川 +(1-( -1 )")J~r } 

+μRG町一J:Sn，Cr [明 =ρ(M2+R2)j:丸山内，

for Eqs. (20) and (24)， 

刷 l)m) A"ん叫，，0+(1叶 (一山;一い川n+十叫D叫叩山一?η「川，ぺ一づμベN((はlμ川+刊(ト一→4引引町γl)m)γ禍勺)
十刊(1ト一(州市勺叫)ιl 川 1十(-1)")Hmo十(1-(-1)") H:"c} o j t""~' l 
-J: Cm8n [X] dx = {(2(1 +川2+川J:Cm8n [u] dz 

+ MN(rJ+A)J: 8mC" [vJ dz， 

(但1十刊(-1貯ア)")B瓦ι叩刷J川Aる叫J川O汁川A十刊吋(但1一ベ( 山;ム…色叫O叫川川一川州

+(但1一( 一1均)
η
勺)Hよ! 一flノMレげrf(但1十( 一1め)

η
つJη叫O十(仕1一( 一1町)明勺)Jよムol 

o j fH'L 
l 

-J:丸山YJdz = {(2，u + A) N2十戸M2jj:sA[付

十 MN川 )J:Cm8n [叫dz，

(175) 

(47) 

(48) 

(49) 
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from which 

J: CmSn [い lf_l  一f旦1 五トlυ川~恥川r(1 +川(は肘川1+川+吋(←刊一-1
o μlM存可工 2μ+A 11f2-トNγ1¥

+(1一(-1)叫 )ALofcs[X]dzL王f土2-YJ。泊 nL --.J vV'_ J p 勾十.1 (M2十N2)2

×ド1+刊 η)Bmoト(1-(-1)明。-J:Sぷ [Y]外

jh[UJdz=1J-L14-N二 1[(1十(刊。
ρl M2十N2 2fA十.1 (1112十 N')J l 

(C N r'I rTn  7 1 1 f1ム:( MN  + (1-( -1)") B~，o -1 SmCn [Y] dz ¥ --=--f，二一一一一一一J 0 "- .• ~ _， J fl 2p十 .1 (M2 +N2y 

× ((1+(1γ)Ano +(1 

for Eqs. (22)， (26) and (27)， we have 

(1十(-1)勺Am.+(1-(-lγ)Aふ+(1十(-lt)Dmn十(l-(-lY)D;，川

-f1N {(1 +( -1)市)，九，.+(1-(-1)叫)J;，r} +ρR {(1 +( -1)明)Enr 
+(1-(-1)哨)E~r } -pN {(1 + ( -1γ) Hm，. 十 (l-(-l)n)H・'~~r} 

+ .1M {(1十(-1)')凡四十(1-(-1)γ) K:nn} --CmSnC，. [X] 

ニ {(2ρ十';)M2十戸N2→ρR2}xC叫札C，.[u]+(μ十.1)MN.S"，C"C，. [v] 

- ((1十.1)MR.S由良，S，.[ω] ， 

(1+(-1)づBn，.十(1-(-1)づBん+(1十(-1)つF，叩一(1-(-1)ア)F…
-pM {(1+(-1)勺Hm，十(l--(-l)n)H;"，.}+pR{(l+(-l)n)Gm， 

+(1-(-1)勺G;"，.}-ρM {(1+(-1)叫 )J"， 十(1-(-1)づJ;".}

十 AN{(1 +( -1)つKmn十(1一(-1)つK…}-s砧 CnC，[Y] 
ニ {(2μ+A)N2十(1M2十pR2}X札CnC，.[υ'J+(μ十 ，1)MNx CmSnC，. [uJ 
一(fA十 .1)NR.SmSnS，. [wJ， 

一 (2μ+A)R{(l十(-1)づI(，n.n一(1-(-1)づK…}-pM {(1 +( -1)市 )Enr

十 (1-(-1)勺Eん}-pM{(1十(-1)づG町 +(1-(-1)'っG…}
-8mSnS，. [ZJ = {(2p +.1) R2 + pM2十戸N2}xS制改，S，.[wJ 
-((1+.1) R.Mx CmSπC，. [uJ一一(μ十i.)NRxS明CnC，.[v] ， 

from which we白ndthat 

C市 SnC，.[吋こ f__i. J!壬-竺主土並型!_l2l r (1十(-1)つK?nn
l 2μ+ .1 T 2(1 + .1 T2 f l 

十(ト(-1)つKんzhZ生土:立型空R((1+(-1)η)G叫 γ十(1一(-1)")Gん1
) 2μ+A T2 l 

_ fB___g生士fLJf2R1J(1+(-1)四 )E.町 +(1-(-1)叫 )Ej
l T 2μ+.1 -1"2) l 
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(1+;( MN  ( 

fl (2ρ+ A) 1'2 .. 1 

+吋(ο1一(←刊一-1)町l)')F門Tウ)爪Fκ凡凡;ムん「るtn一寸口P品LρCηC，.[Y町小]

xAんn肘γ叶 トは1山よムJ川川，.+刈，.+(1刊叶(但肘刷1+判十刊十(←一-1)町m叩)川)D叫J川ηJ十(ο1 刊

一_U主笠一 P包並土2企L笠:主主1川町((1刊十刊(一1町)nう)H札ム…T汁十叶(但1ト一ベ(一-1)町町貯l)n)ア門ηづ忌う)H抗Lん
T 1 l' 2ft十). 7'2 J t 

1 ). MR  十(1+( _1)'")人十(1-(_1)"')・に¥+一一一一-7as sσ [Z] ， 
'J ' 2ρ+A '1 

S札札口η掛JιρCω♂ι，.[同U寸]ニベ! ι 主一宣と仕士1企L坐二!口出r(1但1い十刊十(←一1町町1)')門Tつ)児Kι丸ηm加る日7

¥2吟fl十，i l' 2ρ十 A 1'2 J t 

十(1一(-l)')K…1+ ~(f.仕立型空R f (1 +( -l)m)E"，. +(1-( -l)"')E斗
J 2μ+A 1'2 1 

fB__~_也土~_l\L雪 1 x /(1 +( -l)n) G，"， +(1-( -1)η) G;nr ~ 17' 2p+A 1'2 J"l\~'\ ~JJ~mr'\. ¥ .)J'-AmrJ 

ー 巴士三一空空竺((1+( -1)四 ) Anr+(l-(-l)加 )Aん+(1+( -1)γ)Dηは
ρ(2pト).) 1'2 1 

+ (1一(-1)ウD;z-C?SC[X]i+J2--2(μ+A)N211(56) 
nη  r L ~~ J j ， 1 pl' p (言語王万1'2j 

× ((1十(一山"，r+(l 山川，.+(1寸刊)凡十川町凡

-SmCnCr [Y] 1-( lI!.. --~生土立型空11i(1 十 (-1)") H" 
J 1 l' 2{.l十 A 1" j l 

+ぽ一同叫十(1十(-1)"')Jnr+(l一(-l)"')Jんj
A NR 

十一τ 札 SnSc[Z] ， 
2/1 + ，.1 '1 

S叫 SnSr[w] 二 _f~+ 竺生土~1りよ2土竺立1 ~ (1 + ( -1)") K，勾

1 l' ' 2μ+，.1 7'2 J 1 

+ (1-( -1)") K，:n 1 + f笠. 2皇土立型竺1((1十(-1)田)En，. 
J ' t l' 2μ+ A 1'2 J 1 

+ (1一(-mEiz l十u竺-竺生土fLPE1J(1+(-1Y)G町

r J ' 1 l' 2p + A 1'2 J 1 

+叶(但1一(同一-1)幻)'γ7η川Z
I . p (2μ+A斗) 1'2 L 

十川一山?十(1-(一山…-制((1十(一町川r ( 倍7)

+(1一(ーか)J~r i -C"，SnCr [X]'l 十~~ 里 1(1十(-1)")B"，，. J ...... ~ ~ Jμ(2{，十，1) 1'2 L 

(177) 
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+(但1一(一1幻)η勺)B~" 十(但1+(一 1)門Tつ)F仰M己+(但1一(一 1町yつ)F…一2ρM

× (I(但肘1μ刊十H十(ト一m旦nr+(但1一(一めけπ

一 J仕1一 +A 戸 1 x SmSnSr [伊問Z司] 
lT ρ(2，μ+A) T2) 

where 

Tニ M2十N2+ R2 = e~1T) 十(~，)"+(子)

With the aid of the following formulas: 

，，(1-(-1)哨 )Mα;n 71Æ~ ー α fQ(1)(αnrç) ， 
ト ー……一一一
~(1 十 (-1)明) T 一一ー一 2 lQ吋αnrc)， 

バ一(-1)m)坐 sinM:勿二竺_3 fP(l)(αnrc) ， 
τ(1十(-1)叫)T2 4π2α?げ lp∞(α附 c)， 

Q∞(!Xnrc) 1一一 chπαnr(1-c)土品π<!Xnrc
QCめ(ιrc)J chπαnr土 1

P(l)(αnrç)l ニ竺皇，Jf~hπα附 (1-ç)土 (1 ?)8hπαJ 

P吋αnrc)J chπαnr+ 1 

(58) 

M二千，T =(千}+(子)-+ (ケrル-!!!_ n2 +竺r2，c =竺，
O白 c" α

m = 1， 2， 3， 4，‘ 

，，(1-( -1)'乙) 1 Mlα M"，.，. _ a2 fザベanrc)， 。
一 --，…一一一 ， マ(1+(-1)n)T ---_.--- 2叫 r l1-' (2) (川)一三LJ'
/:(1-(-1)づjrcosMZ21;Jザベαnrc)_1[f(I¥ (αmc) ， 
";;_-' (1 +( -1)づT2 4πσ?U if〉(qnJ)-Fめ(αnrc)， 

，，(1-(-1)可 1
n"" MT 

α4 f ~(1
、

(anrç) 十炉心 (!Xnrç) ， n J: 一一 COSJ.VIX =二

τ(1十(一昨)T2 -~一 川 γls6(2)(川
(59) 

ザ吋α町
c)1ニ

shπαηγ(1-c)平 8hπαmC

ザ
2)(anrc) J chπαηγ土 1

デ
(1)(I)'nrç)\ こ叫γ {êch 7ra~~~i正己主~!-ç)chπαnrç}

炉釣(α
附 c)J chπαnr土1

m = 1，2，3，4，・

引 (1-(-1)η) N .，;n M~J _ b fQ∞(ιr7)) ， 
一 一 一 一 一 一
τ(1+(-1)づT

-----v 

2 l Q(吋sm，.7))， 

ゎ (1-(-1)勺 N .，・ M.)I

_ b3 fPω(sm，刀)，
L 一一一 SlnlVy =一一ー一一τ(1 + (_1)n) T2 

~ 

4rr2smr lP(叫んMヲ)， 、、.，
F
〆

ハ
υ戸。

/
1

、、

、‘.
E
E
-
-
-
E
E
E
-
-
E

・E

・、，A

，E
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Q(吋smr亨)l = r;lLrr@η".(1-引+c恒ι.r'l}_

Q∞(戸市r'l})j Ch.T，戸川+1 ' 

pcに叩1

pc酌ぺ(倍戸附ヲ引)1 c的hπ列s，ηPげ土 1

b2b22 叫 nπ
ß!~1' ーご m2 十 τr"， 'l} =子， LV=っ，

α C" D D 

nニ 1，2， 3， 4，・

ゎ (1-(-1)づ1ρnC! 7¥T.引 a
2 rヂ円sm，:r;)， 。

一 一… 一一 一一 一一 一 ， 

τ(1+(-1)勺T 一一叫げ ¥1.)(')(川)一言7'

LJ ~~-( -1)η) .N2_ cos Nν= 竺二 Jg}')(sm，''l})-'Jf∞(戸川)， 
;;"(1+(-1)") T2 u 4πj九r l~(2ヲ (B，，，，.'l})-PC吋ß'fiるみ) ， 

LJ(l-(-lYっ1 nn"， 7¥T， ゲ Jゆく1)(smr'l})十タω(sm，.'l})， 
cosNyニープ「 2 }(61) 

;;"(1+(-1)η) T2 -_ --. v 4rr3ts)~r ¥ザめ(s"，J/)十ヂ(吋s"".'l}) 三瓦J

ザ。Csm，'l})1 _ shπんγ(1 亨)平日hでんみ
チ(2)(戸市，，'l})1 chrrsmr士1

炉1)(川)i工竺ι，{(1三唖盆2331ERh九 (1オ
ヂ吋ιるみ)1 chπ 土 1

n = 1， 2， 3， 4， ・・・

ゎ (1-(-1)つR "in 恥 cr Q(l) (r "m() ， 
~(1 十 (-1)') T 一一一 2 ¥Qくの(r怖と)， 

ゎ(1-(-1)')←里山恥ニ c二 fP(l)(r mn() ， 
~(1 → (-1)') T2一一一一 4rr2r;，m lp的 (7mmC)，

Q吋γ仰と)1= . ch:，，!!_ι1ーと)平chπら ζ
Q【吋rmn()J chπr 17~n 土 1 ' 

pω(r mηο1-πrmη{(1ーと)sh;rr明?と士ごshπrmn(lーと)}
p(2'(r mnご)J chπrmn士1

、、，，ノ
O
山

口
O

，rt
i
a

司也、、

、‘，
B
E
E
-
'
a
a
-
-
H
E
E

目、r

伯
仲c

一b
十m

 

d
一
2α

一一vt 
戸三三、，

C 

R=!_π -

C 

γ 二 1，2， 3， 4，・

LJ~~-(-~)γ) 1 ，..，..'" R ーが Jザ。(rJnn::} ， 2 
・ー「司 nz= _一一一一一 リ

ァ (1+( --1)づT ---机n lo(l川

LJ (1-( -1)つ竺 co日 Rz= _c_2 _ r O(1) (r mn() _ {jJ(l)(r mn() ， 
;:" (1十(-1)ウT2 ~---... 4πrmn lザ吋rm7.と) タくの(r，，，n()， 

ゎ (1-(-1)γ) 1 ""c! 仏 c3 rゆω(r仰と)十Ttoo-c) 。
ゲ (1+(-1)")子山口山一画r~"， l O(2)(九%と)十円川
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チ(1)(rmn()1二竺早竺竺竺(1 ()平shπ九%と

ゆくの(7'lnnと)J chπrmn土 1 ' 

V吋7町と)1ご=竺包竺主些竺竺竺(1二三)+(1二位唾竺ち，n(}
Ijf(吋l'mnC)J c.ルτγ'nn+ 1 

γ=  1， 2， 3， 4，・，

the inversion theorem stated by Eqs. (17)， (16) and (15)， yield the com-
ponents of the displacement without the body forces X， Y， and Z， as 
follows: 

ド 22J竺-1Kmn~一ーし1>(1) (九?か EJl-F(川)~ 
明 η 2ai明る L "" l 2[1十 ，1' ""~， 2[1 + A ' """~ J 

， f 一 ___j1_--チヂ1>(')判川臼∞ぺ吋2のペ川〉刊γ(げrηt 21ρ1+)' ""~， 2μ十，1 ~ ¥' mnc，JJJ α 

b3mr u+A (~~"'，~ ~， ~'O"~ ，) 
n-，-Y十 LJLJ ←一'-'-~一一 !G~，~P門戸市川 +GんP(幻 (ßmr7]) ~ 

mn2mFLT2p+A lM  j 

Fα， 1"" ( 
xcω--z×cos-z-221 1Em!一色てゆく1)(αmξ)

;;;: -;:-2canr L "' l 2[1 + A 

十 1士山)(anrc) ~十 E~r f~ 1>(2)(α c)+ !d'A， 1jf(2) (川)1l2μ+A \""nr~/J -nrl2[1十 A r \V'nr~J' 2ρ 十 A \"'nr~/ J J 

m 竺 Ycos!_竺 z十2JLJ -~ I Hmr f Q(1) (川 )111凹b_i 2 

叫ア 2L-- 'íltrl~ ¥j-mriJ 2ρ十 ，1 s;nT ¥ω/ 

xP叫んマ)~十札(Q(2) (戸亨)--1(-せよ(mb(p2J(川 )nJ --mr l ~ WmTiJ 2/
1 
+ A s;"r ¥α) ~ ¥omr"/) J J 

C関空EzcosL221ι「J J-LJhJ)+ffJ 
;;; -;:-2bαm L肘 12μ+A' ...， 2p十A

九 (IXnrc)1 叫 LLF(α ç) 十 __E_~ゴ~ Ip"" (αnT511m竺 γJ ' ~ nr 1 2/1十 ，1 - \"'n ，.~)， 2/"十 A ~ ¥v'nr>Jj J 
b3m u斗 x ( 

一"'_z-2J2J ーと←一一JK"P∞(戸町ザ)+BムP∞(ム，.7])1 
明;-4αs;"r 11 (2μ+，1) l~m， 

ーグmn μ+，1 1Ti' r x COS _'.'.".'.'_ x. COS _'_~'- z-LJ 2J一一一一一一一一一IFmn(ヂベT叫?と)
In n 4αb (1' IIm)3 f.' (2(1十，1)L-mn 1 

+刊ザ炉ψF判川tυω吋1)べ叶)刊)(1'σ1'mnイJイCο刊)リj十叫ι
匁イ巾中ケ什(ド作什ド併ヂ

1>(2)σ∞2め川ヲ刊(

+2J2J~二「μAη J吐一3型担竺仁斗チr引川川υ∞川V川川ヲ刊v礼川川(何仇凡川Mαι九Mωη町J必rC却かE釘)汁+___f!_土豆ι，1一 炉川川1)ぺ1)(a刊冶(伊αごザ)メ1 ~ (附臼叫) 
-;; -;:-4αnr L'lρ(2μ十 ，1) ρ(2μ+A) _.._ \V"n1'~J J 

J~吐LP(αnr~) 十 l土L~ 1f!(2) (anrc) ~ l sin竺斗 cos竺 z
附 1u (2μ十 A)' '"'' f1 (2(1十 ，1) - \~nr~/j _j~--- b " ~~V c 

十 22JL[DJ2fLicML× f(TmnC)-1竺
;;-;;;: 4r明 nf1L """ l ¥ 2ρ+，1 α21';"η ) I " '"''-''' 2/1十 A

xf竿 刊は)1 →-D~m f(2 川向~)'1>∞(1'mn() 
_ !"_+A 

j
叩

j 仰い 瓦工，1 a'元副)
• 
'f ¥' mnl， J - 2p + A 
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α272nujJα b '" ' 8p n αn Luno't 2;+~ 

x 1)(1) (fXnoc)十 127F(do三)¥+ A~o I生丘× F(hof)+ff-
以/1十ベ π、J' HnO t 2('+，1 .~ Y' ¥"nO') -1 2f1十A

×少。)(αη03)!1sinEftード bz:[HJQ〔V o?) ir日;--P(l) (んの)]jJ.ow b 正明 L~Án'O l"" WmO'J) 2p十A

+ H~，ofQ叫んマ)一川 p川川川町十町JJ L 
l ，''，. 2μ+A . "'U  J J α4  ~ LU 

nO l'2f_l十A

× VWJ)十三丘土，1_ 1jf(1' (α e，) i十 Lf ι ーザ吋αηOc)+ _j_1_←トi
2p +A ηo ~ ) J I U nO 1瓦刊 2(1一川

II . 的司 αb 1 ( 
×ヂ引αJ)j|SIn-L ν L: -;;'-"-::--=---:-i Bm.o X PC吋んの)-t-Bム。

JJ ----b 明 8m 2/1+，1 l品

×P(23(P4)1cos竺竺引-L: _~E__ fDon~(I)(ron() ト DiJLZ〉 (TJ)1sin 竺ν
~ ~4n l.LJ Ony.T ¥' On'~ ち J ---- b 

2F(Jo。1〉川十 ιQ(
2
)(戸or7])}cos子-ifみ山?)4)

'm， n ，r ニ 1， 2， 3， 4， ・3 ・・・ ， 

h Z2 1ι「K JJLP(γ :-) ロ士_3__1[!(I)(は)¥
-;: 2bγmn L~~mn l2μ十 ，1 r ¥' mn.J 2(1十 A

十ιJーし ザ2)(γ::-)-ι三ーが2)(γ?ご)ilsin坐 xcos生 ν
， l2μ+A r ¥' m円 2μ十 ，1 ¥' mn'/Jj α 

+2Jε 一竺竺巴:豆主ιJ竺乙 J凶E~_P(lくOい山吋'(仇α九nrÇ釘) 十 E~_P(∞吋め吋(αη町J7J5)1 cωos竺主竺 νcω側O侃S
;: 2cbα?L廿 2ρ+，1 l~n肘γ 肘 j ~~~ b '" ~~~ c 

2JL: ~"~- ~_土LJA F17(α ミ)+Arpuyu))cos竺日 COS
-; 4bαLμ (2p+，1) C'げ nr~J ' ........nγ)  

竺 -z -2J L: _~r~2 I Gmr f " f1 _ </;(1)(戸方)+11vl〉(向)i 
c ';;;: '-;' 2csm>' L -mr l 2p十i m4PTA  

十 G:"'r[~土-;- </;(2)(九万)十」ι九-IP叫んが1lsin竺 xCOS立 z
rl2p+A r ¥l'mr1/' 2f1+λ JJαc  

+ 2J2J σσIJnr (勺勺QC1幻吋)(α筑JTJ治E司)一 f土旦2旦望竺¥PL市匁知JA，J3)l+よι:r[勺Qο叶〉机(付仇α仇n附nr~ηγ2 Lγ1 ~ \~'nr"'J 2ρ十 ，1 b'cげ j， U nr l 

-11盟三P'2)(川)1lcos竺 X'CoS竺 zーロ b
2
m

2ρ十 ，1 b'α~r ' '''"')_J α C 叫 ?る 4α戸川

×[H jJV〈13(川)+丘i._ 1[f(1) (川1トKIーだーゆくの(九万)
γl 2rノ+，1' """ " 2μ十A~ ¥r-''mr'jJ J ' ~- m.r l 2μ十A

+__/!_豆-;-IJ!炉F判ο似吋2め1刊(sιんM制即?nr1J巧守)1円山山1hhsぱ山i
2rμl 十A 

¥l"'nrJ/jJ---- b '" 
---

c 叫 n 4 α b(r~ 日問，)) 

戸+A.r D"，，， f </;(I)(r mn() + IPC') (rnm()1 + D~，n f </;(I)(r m，，()十円rnm()n
2(1 十 TL~"''' l

問、
f

I .L/ ?}~ηl 't' \， m1~~J I _L ，'mn'，:>JJJ 
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x cos竺竺 x.sin 竺 y+~~~二[B Jjι丘:-;--~(1)(ßmr7;) 
;-4戸市rL ~mr ¥ [1 (2μ+A) 

十一旦士三ーがめ(s"み)1十B:"f 3ι士ム一戸市甲)十 _fl__-:f:_3__ > (65) 
(1 (2(1斗A) ¥omr'/J f ' ~mr 1ρ(2[1 + A) r ，，-m， μ (~f1 ト Ã)

×ザγ町古)¥ 1 sin mi[_忽 ωrrrz+ ~L 一三 IF叫 [(2__E+A

"JJαC 胤 ?ι 4r仰 /fL n い、 2ρ十A

×ーぞれこM11〉(Tmztu f士三 c竺2__1Jf(1l (rグイ十F; 1(2-f土A
b2r!~n ) r ¥. 'II(;'/V.， J 2μ+A b2r;:n ¥" '"，n';j ， ~ mn ¥ ¥ - 2(I+A 

×三笠-W2〉(Tmnf)Mー三五7f竺二 Iji(2) (γ明?と)n山竺日cos竺竺 ν
b2r;"，ι/ / ，""'~ J 2[1 + ;， b2r;出jJ αb

一E旦こ ~_;:土~I-片B叫 J也坐二土斗と己土九~チザ</;¥.1)リ山叩1)
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Then， the relations (4) and (5) yield the component of stresses as 
follows: 
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x f Fmo7炉心(r，九ぐ)+ F~，oず吋rmoC)\ cos竺主x--~μ 竺G-JHorゃくり (aorc) 
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Eighteen unkown values A肘 ，A;lr' Bmr' B:nr， Dmn. D…， Enr' Eふ.FLM
F;山 ，Gmr， G:nr' Hmr， Hん，Jnr， Jん，Klnn'K…can be all determined to satisfy 
the eighteen boundary conditions on the side planes. The terms involving 
the unkown values whose index n， m， orγare zero， indicate the behaviour 
in regard to the plane elasticity. 

In virtue of Formulas (64)~(72) ， we could， for instance， investigate the 
di在erencesbetween the simply supported plate and the hinged plate; or 
to find out suitability of Kirchhoff's assumption for the edge reaction of the 
thin plate. 

(Re巴eivedApril 30， 1958) 
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