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合成桁の接合部における弾性学的挙動

尾崎 認・能町純雄

On Elastic Behavior at the Connecting Part in a Composite Beam 

Sinobu Ozaki and Sumio G. Nomachi 

Abstract 

The bending theory of a composite beam which is made up of two kinds of materials by meuns 

of a binding agent， is discussed， with the consideration of not only tangential distortion but also 

normal strain at the plane of connection， and the theory is expressed by simultaneous di妊巴rential

equations， with respect to tangential and normal forces of connection. 

The tangential force of connection can approximately be calculated by a simpler equation neg-

lected the巴ffectof the connecting normal force， which takes the maximum valu巴 atth巴 pointof 

loading as compression， and promptly decreases do¥Vn distant from the point of loading， so doing 

it takes sign opposite to the maximum value. 

1. 緒言

橋梁における鋼桁と鉄筋コンクリート床版との合成はすでに目新らしい問題ではなくなっ

ているがラ構造物のプレファブ化が進むにつれて，曲げを受ける部材の合成に関する問題は重

要な課題となるであろう。この合成は，帥u，鉄筋コンクリー 1，，プレストレストコンクリート

などの部材相互間に適用できるがラ問題は接合部における合成効果である。

さきに著者らは合成桁におけるジベノレの合成効果を検討するために，有限個のジベルのズ

レを考慮した理論を明らかにし1)，連続したジベルの振動学的考察をおこなLJ)，さらに接着剤

を用いた合成桁に関するがt究を進めてきた3)。

これら従来の研究では合成面に水平な方向のズレのみに注目してきたがフその後合成函に

垂直な方向の合成部の変位も考慮した理論式を導いたので，この計算式を求めラ数値計算例を

示して，その挙動を紹介したい。

2. 基本式の誘導

いま? と部材。と下部材 uが面接合しているとして第 1図のような桁の断面を考える。

この場合ラ接合部には水平方向のズレ勇断力 Tx と垂直方向の圧縮力(あるいは引張力)V必が

働くから，この両者を考慮した式を誘導する。
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第 1図

まずラ面に平行なズレ努断力はズレに比例すると仮定し，ズレ定数を Cとおくと，

T，，=C・81

ここでんは z位置における k下部材間のズレで，悶のように

dox = (d.x十L1dxu)一(dx十L1dxo)

なる関係があるから， (1)式は

正17ユ (L1 dX?J L1 dxo ¥ 
dx ¥ dx dx / 

(1) 

(2) 

となるがヲ L1dxo/dxおよび L1dxn/dxはそれぞれ，土部材およびド部材のヒズミであるから

L1dx。凡 ，MoYo L1dxu 凡 MnY，J，
一一 一一一一一一-

dx EoAo ' Eo10' dx E"Au E，J，ι 
(3) 

上式中，Eo， E"はそれぞれ上部材および下部材の弾性係数，Ao， A，パ主同上断面積，ん 1nは

向上断而二次モーメン 1'，N."は[nj上重心に作用する軸力，1Y[0， Mu ~主同上重心に作用する曲げ

モーメントラ Yo，y"はそれぞれ接合面から同上重心までの距離である。

またヲ x点におけるズレ勇断力は

r円 dl¥ん
ム必 正ix (4) 

となるからラ(却を (2)に代入し， (4)の関係を用いて微分すれば，次式のようになる0

3九γ(1 1 ¥ d2N忽 CYo d2Mo ， CYu d2M 
ー --f-C( 十 L一一十 YTU _IA-7.J.. ~~O + 竺 =0 

¥ EoAo I EuAu / dx2 I Eo1o d.x2 I E，Ju dx2 (5) 

一方，接合部に働く垂直力 Vxは t部材と下部材が異なる曲率を示すと考える時，上部材

のタワミを ω0，下部材のタワミを ωω とし反力係数を K とすれば，

V三=K(wo-wul

と書けるから，

d2wO _ Mo d
2wu N1u 

dx2 Eo1o ' dx2 Eu1u 

の関係から次式のようになる。

(214) 
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d4Vx ， K d2A10 K d2M'h (¥ 
dx4 T EoIo d;;2--E，，}，， 長 2ーリ (7) 

ところでラ垂直方向の力の釣合11，J:部材および下郎村でそれぞれ

dQ 
vJz-q+ViJ， cj_Q旦_1Tdx 

(8) 

モーメントの釣合はそれぞれ

dMn ~ ~ dMn 
示戸 =Q。-11Jo， Jf云U_= Qu-Tx'yu (9) 

となるから， (8)と(9)とからと部材および下部材ではそれぞれ次のような関係が成立する。

d2Mo d2λT，，， d2A1" d2 N.， ァ

-d忌ー +γ077 二九一小 ~-d-.;z~ +Yu~d~2~ =ー仏 (10) 

(10)を(5)および (7)に代入すればう次のような基本微分方程式をうるr
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(11) 

ただし

αc二(4tE1474十五討.c，ベ合一品7)c，レttC
84l 

i I11Voγui  i 
ー={二+土~K， ek二{-)}-u-i--- _y;;I:0j:--_ ~ ~ K ~ r k = 三 .K
lE。ι Eu1"J 

.~， -~ l E。ι E;:ruJ-.n.， I k -

E010 

3. 計算式

(11)式の基本微分方程式を連立に解いて，Nx， Vτを求めればラ接合部に{動く水平方向およ

び垂直方向の応力はヲ接合部の幅を bとすると，bτx=dNx/dxフおよび bdx=V戸とから，それ

ぞれ明らかになるのであるが司 N川 Vxをそれぞれ次のようにおいて計算する。

Nx=Nx十 N~ ， V二ニVx十円

上式中， l̂r， Vx "土荷重項で N~， V~ は境界ú直によるものである。

i) 1¥ん 17，の計算

両端が単純支持されている合成桁に関する計算式を求めてみよう。 この時， 点荷重 Pが

(12) 

x=Xoなる点に作用した場合を考えればラ正直、点 rにおける 11'""Vxは次のようになる。

訂引
い [(苧r十品}-ειrk 2P 川ーム inπ一一一一一一一一一一一一一山花

す{(ヂY+ac}{(ヂ/+sk}-eCSkハ Cl;T__r /""" l吋山口 f 中

(215) 
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V γ {(今牛引ずつr十α偽σ}xr九k一川 × 2♂主Pι只i凶nfmn川ιTら':'_Xn心ハ m m竺じZ 川

一 一一一七{(ヂ/+a
c
}{(ヂr十品}-eCSk ハ l ~H~ l ~U … J 山ノ

これらの級数和を計算すると 7I.7x，Vxはそれぞれ次のようになる。しτくXoの場合)

上式中

r( A， ρA2ーレん4内 ¥ (l-xo)x AI sinh，JT(l-xo)・sinh，J}x lI 'x=PI(~ 十一一"~~ : ~;~;j ) e~~~_ --T-~ - ・ 一一一一一一一一-L ¥ J. I a2+が ) l J.，JT sinhイTI

{(b(3-aα)A2一(a(3+bα)A3}R[J.]一{(a(3+bα)A2十(bs-aα)A3}.I[J.]1
十 一一一一 I (15) 

(a2+b2) (α2+ (32) (sinh2α1. cos2(31十cosh2αf.sin2(31) J 

V伊 =P r ~L. ~inhlT (l-x川inh ，J J. x 
x ~ Lイ-:;; sinhFJ. l 

+α. B2+ (3 B3) R [A]十((3・B2一αB3)IIAIl-一一一一一一
(α2+(3ち (sinh2αl.cos2(3l十cosh2αf・sin2(3lJ 

(16) 

R[tl] = {sinhα(l-xo) cos (3 (l-XO). sinhαx'cosβ.1:-coshα(l-.1:o)・sins(l-xo)coshαz

'smιx} 'sinhαf・cos(3l+ {sinhα(l-.1:o)' coss(I-xo)・coshαx'sin(3x

+coshα(l-xo)' sin (3 (l-xo)・sinhαx.cos (3 x}. coshαl'sin{31 

I[J.] = {sinhα(l-xo). cos (3(l-xo)・coshαx'sin{3x+coshα(l-xo) .sin (3(l-xo) 

'sinhαx. cos (3 x} . sinhαf・cossl十{coshα(l-xo)'sin{1(I-xo)・coshαx'sinsx

-sinhα(l-xo)・cos(3(l-xo)・sinhαx，cossx}・coshαl'sinsl

しかし， αl，(3lの値が相当大きいので J17z，Fmは次のような近似式にて表わされる。 (xくxo)

r (A1 ， aii2+bA3 ¥ (l-xo)x A1 sinhlT (l-xo)・sinh，JTx ん二PI! 十 i 「)
。
-J-1.  一一一

l ¥ J. ' a2+b2 J l J.，J} sinh，JT l 

空竺三~D2\ ~((bß-a叫ん一(aß十b 叫ん)cos {3 (xo--x) 2 (a2+b2) (α 十(32)l 

+(仙川2+州一叫ん)叫(xo-x)}] (15') 

V
伊=pf~.豆些LJ__(1二午0)_'_り些五正主十 e.-a(x o 土
広 1イJ. sinhイil ' 2(α2十戸2)

x {(α B2十回川8叶 (16') 

ただし上式中ヲ人 a，bは

がーαc(-~)いん(f)コ-(ac(3k-scSk)(士y=。
を解いて得られた三根

A1=』(J)¥ ん士山i)(~y ， ん =(a-bi)(~y

から求まる値であり， α，sの値はそれぞれ

(216) 
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α=戸 7E， O二Jl干三
とおいたものである。

また，係数Ar， A2' A3および B)， B2' B3は次式のようなものと、危る。

A， = rc，F.t(rd3k-.~ch). Ao = :@_Z_-a(2~:-=~1l九一 (rc8"ー εcrk)
1-一一る明石三1)2-- 112 → b2.十(α-A)2

A， = _{_a_2(À~a)ーがは +a)}r"ー (rc8，， -eh) (αーA)
3 - ---{b2+(反ーA)2}.b 

B， =iαcr"-r，，Ok)-rkA T> rkA一(αcrk-rcek)
一 一一 -
1 - - b2+-(a二A)2-- υ2  吉町一二万 一 1，

B， O~ rdb2.i:α(aーA)トー(α"rk-rcek)(aーA)
3 --- ----F{b2+匂-工可2}

ii) N;， V~ の計算

上記 Nxは x=oおよび x二 fにおし、て N必=0なる境界条件の通りであるから問題はない

が Vτ に対しては境界値による補正が必要となる。ただし，この場合 α支点の影響が b支点ま

ではおよばないから，それぞれ次式のように表わされる。

Vふ=Bαle-/"Ix+ {Ba2cos8 .r+Ba3Sin8 X}. e叫 i
V~" = Bb1eff(I-X) + {Bμ os8(l-x)+Bb3's 

上式に x=oおよび x=lにおける境界条件

d2VX ~ d4 Vx . n TT  ~ r TT'  ".  • ~ r 
7云fz 09 7F-十品九=0， RA = - ¥ iヘdx またはん=¥ Vxdx 

を適用して，係数は次のように求まる。

Bnl -. -.n "-----r;o._..~-:::.2α イ ;:(α2十グ){ん一(α2+W)2}'Pa 
α1 万(3ムz弓引子干瓦二三両2二商工面-(ぷ干82)2刀2一a-(.汗言)刊干訂

Bn? = -~----~~α，j;:(α2+82) {A2+ん-2J.(α2_82)}・Pα
，，2 --1訂語二百{，l2干瓦ヲ同三ごs2)}与瓦工(α2干{n}{2a (α2吊汗可訂

(17) 

B- d-J(α2十82)[(α2-82) {A2+ん-2A(α2_s2)}-A {ん一(α2十s2)2}]. Pα 
α3 亙UITIlα2一向付2十応二羽(α?-82)}一{8k":::(ぷ干82)可否両2+82)干万7日

ただし

r l-xo (， B1 (s2-a2)B2十2α8.B3I ，Bj・sinh，jA (l-xo) 1 九 =PI一一一一日一 一 一一一一 }十一一一 l l l l~ A (α2十戸2)2 J' J.・sinhイ;:l J 

また Bbl，BO2， BO3は Ba1，Bα2， Bα3式中の Pα の代りに次の Iもの値を乗ずればよい。

Ph =pf月fI一空L 一旦!二α2)B止空企~3_l 十 Bj'si些jZhl
。 II l~ J. (α2+グ戸 J I )，'sinhイ;:l J 

次に N~ を計算する。これは V~ による H7 への影響値としての補正値で忘る。すなわち，

(11)式より求まる

(217) 
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N~ = l_{ d~ V，~ +sJi 、e~k ¥ d~2x 十 ßk \ ¥ V~dX+CIX十 Czj

尾崎724 

に x=O，x=lにおいて，N~ = O なる境界条件を適用して次のように求まる。

)¥1'_ pr(" sk¥fD (l-x __ .1ー ¥， n(x _.'ー ¥i
lVx =石I¥A+). Jlbrtlトァ -e-t' ).什十万bl¥ T-eーリ (I-x)) J 

+ {(α2_ $2) + 宅dJ引いα2 (勺王 _e- ax •cos s x) -Ba3e叫 sinsx
+B  ω (子-e α州(υl-x叫}.c叫 (υf 一Z刈)リ)一Bιb3げe-寸α(lト山-x匁叫}

+ベ(詳;合払4今叫}{Bα叫2.e同叫X+B"3(デ -e叫∞ssx)
(18) +BO2 日 -x).sin sい )+BO3(子一円 x)叫 (l-x))}]

特殊な場合の略算式4. 

Vxを無視した場合の Nx

K=∞として(11)式から Vxを消去すれば従来の研究で明らかになっている次式と一致

d4N伊 n d2N. 
dx4 - ω477=7・qx

する。

(19) 

ただし

r = r，ー毛主主
ρk 

? ec.ek 
(U"=αc一一一万一一，

ρk 

これを Xo点の点荷重に対して解くと次式の値をうることはすでに知られている。

入T_ r P(l-xo)x f， lsinhω(l-xo)・sinhωxi
"x ω2 l lム (l-xo)xω.sinhω1- j (20) (;くれの場合)

ε=0とした場合の Vx)
 
-
1
 
1
 

上下部材の弾性係数および断面の選びE の値は上部材と下部材の特性値の差であるから，

(11)式から次式をこの場合を考えてみる と，方によっては ε宇Oと見倣せる場合があるので，

うる。

(21) 
d4Y; 
d~t + sk Vx = r k' qx 

x=xoで dVx/これを，X=XO点に集中荷重 Pが作用 した場合の無限桁に対して解けば，

(:;::の場合)問

dx=O， X=土∞で Vx=Oを満足すると ころの次式が求まる。

土二与(x--x，)J 可否7 ー ギ下 1 
九 = Ce~ "2 ，~ -- ~" iCOS万(一円勺す(.1:一品)j

(218) 
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ただ し， Cの値は

d3VX ¥ 
三五γjh420zdE(ギ1ヨkJ3・C，

d3 V~ ¥ 
ヨ王子jか X^ ーσ(ギん)3C

の差が (6)式を 3度微分したものと， (8)式を積分した値から得られるrk・Pvこ等しいという条件

から次のようになる。

c=______!_i:・p-
-2';'i(ギ瓦)3 (23) 

5 数値計算例

いま，実験に用いたプレスト レス トコ ンク リート 合成桁の模型断面寸法にて数値計算をお

こなってみる。断面に関する諸値は次の通りである。

Ao = 125 cm2， Au = 150 cm2， /0 = 260 cm4， /" = 2，820 cm4， 

Eo = Eu = 300，000 kg/cm2 ， 

Yo = 2.5 cm ， Yu = 7.5 cm ， l = 180 cm ， 

αη=19.5XlO-8xC， ん=1.40x 1O-8x K， er， = 2.32x 1O-.8x C， 

rc = 3.20x 1O-8x C， rk = 1.28x 1O-8x K， 

i) C， K を考慮した値

CとKを同時に考慮、した場合について計算してみる。この時，C，Kは普通に用いられる

であろう接着剤による接合では，大略の特性値と して C= 10，000 kg/cm2， K = 2，000，000 kg/cm2 

程度の値を仮定できるので，この時の断面に関する特性値を求めると次のようになる。

α。=0.195 X 10-2 l/cmペ ι=0.0232 x 10 21/cmペ九=0.032 X 10-.2 1/cm3 

sk = 2.80 X 10-2 1/cm4 ， $k = 4.64 x 10.2 1/cm3 ， r k = 2.56 x 10.2 1/cm4 

また， 三次方程式を解いて求まった根に関する諸値は

。

""

Lυ 必A 自主 C=J!}_ iuO (ZO 
¥ . / ~I 

¥ 
(o館aiG山J 
0.06 

2、O 。、08

0.10 

(X.P) 0.14. 
(X.I? ) 

第 2 図

(219) 
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A = 0.00l57 1/cm2， a = 0.000l9 1/cmぺ b= 0.1673 1/cm2， α= 0.2894 1/cm， 
{3=0お 911/cm 

となり Nx，Vxの計算式における係数は次のような値となる。

Aj二 1.079x 1O-41/cmペ A2二 2.12x 10 4 1/cmヘ A3= -0.00727x 10 41/cm3 

Bj = -0.000l82 1/cm2， B2二 0.0001821/cm
2， B3 = 0.153 1/cm2 

以上の詰値によって求めた Nx，V~ の分布は第 2 図のような曲線となった。 なおラ Noは完

全接合された合成桁の値で C=Kニ∞の場合に相当する。

ii) 略算式による値

Nxの値は K=∞とした時は (20)式で求まるが，この時 ω2= 0.157 x 10 6X C， r = 0.0108 

X 1O-6x Cとなるからラ C=10，000kg/cm2を仮定して求めると，第2図の Nx曲線とほぼ完全

に A 致L， K = 2，000，000 kg/cm2程度の値では略算式によって計算した方が簡単でよいことが

わかった。

また Vxの計算では ε=0を仮定した (22)式で計算すれば，K=2，000，000 kg/cm2の場合

で，tj $-;; =0.409 1/cm， C=0.1324 kg/cmとなり，九の分布は第2図の曲線と 0.2%程度の差

でほぼ完全に一致した。 したがって Vxの値もこのような略算式で計算しでもさしっかえな

いことが分った。

なお，桁端部に生ずる Vxの値を K=∞として検算してみると次のようになる。

仏-r， ω・sinhωl(l-xo Xn i 
Vx)x~o = "'-"-;ーーと. 一 {一一_":JJ_・coshωl-7 }.P=0.0023xP ん cosh2ωl-1 l l ~~U" ~ V l J 

これは非常に小さな値で，しかも端部から僅か離れた点では急激に減少して Oとなるもの

であるから，K の値がかなり大きい実際の接合では考慮する必要がない。

6. 結言

Nxについてみれば，完全接合を仮定した合成桁に比べて C=lO，OOOkg/cm2程度の接合で

はKを同時に考慮すればラより小さな値を示すが， 実際上問題となるような接合では Kニ∞

と仮定した値とほぼ一致するので，従来の簡単な計算式を用いてよい。

れについては，Kを考慮、した理論によってその大きさが明らかになるが Kの{直が大き

いほど荷重点下に大きな圧縮力を生じ，荷重点から僅か離れると圧縮力が急激に減少し，荷重

点から 20cmほど離れると引張力を生じる。これは無限桁を仮定した略算式によっても殆ん

ど同じ結果を示す。

I二記の数値計算例の場合を例にとれば， 荷重点下の圧縮力は 0.140P kg/cmラその近傍の

引張力が 0.004P kg/cmとなり， これを設計荷重時の応力に換算すれば大体， 圧縮応力で50

(220) 
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kg/cm2，引張応力で1.5kg/cm2となる。またこの時の最大ズレ費断力は桁端に生じ，その値は

0.045 P kg/cmとなるから勇断応力にして 16kg/cm2程度となる。

したがって孔による引張破壊の心配は殆んどなくう もっぱらズレ勇断破壊を検討するだ

けでよさそうである。

なお，本研究は北海道科学研究費補助金を受けた研究の一部であることを付記する。
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