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極配置問題におけるフィードパックゲイン行列について

疋 田 ~L 光

On the Feedback Gain Matrix in Pole Assignment 

Hiromitsu Hikita 

Abstract 

It was all巴adyi llustrated by [h巴authorthat a feedback gain matrix which yields any prescribed closed 

loop poles contains redundncy in any Iinear tim巴 invariantmulti-input system. The general solution of the 

feedback gain matrix which includes the redundancy was also derived 

In this paper， it is shown th呂tthe redundancy can be applied to the closed-loop z巴roshifti口日 tosome 

extent so that the system 1巴sponsemay be improved. Furthermore， as many differ巴ntfe巴dback記ammater-

ices which yield the sam巴poleassignm巴口tbecause of the redundancy 巴xist，th巴differe口tialchan日esof th巴

closed-loop poles 10 those 01 the feedback gain matrix are pr巴sentedin order to evalu且tethem from the 

Vl巴wpointof the pole sensitivity. 

1.まえカずき

線形多入力系の極配置に関する研究は W.M. Wonhamによって系の可制御性と極の任意配

置の可能性との等価性が示されてから急速な発展を遂げ，フィードパックケイン行列のいろい

ろな導出法が提出されてきた1ト 8)。一般に多入力系におけるフィードパックゲイン行列は極配

置を指定することによって一意的に決まらずある自由度が残る。そこで、各方法ともそれぞ、れ

適当な制限を設定し、希望の極配置を実現するフィード、パックゲイン行列を求めている。つま

り、従来の方法はその自由度をなんらかの手段で制約するかわリに一意的にフィードパックゲ

イン行列を得ることを意図していたといえる。その結果一般に各方法によって導出される

フィードパックゲイン行列はそれぞれ与える制限の違いにより異なったものになる。このよう

な現状について漬田は制約をおかない一般的な解の導出とその利用に関する研究が今後の課題

であることを指摘している9)。

ところで、著者等はすでにこの自由度を含んだフィードパックゲイン行列の一般形とその白

由度を設計に利用することについて若干検討した 10ト 12)。本論丈ではこの自由度を含んだ形式

のフィードパックゲイン行列についてさらに考察を進める。まず，その白l臼度を利用し零点を

ある程度動かすことができ，その結果応答波形の改善が期待できることを示す。またフィード

パックゲインの微小変動が極へどう影響するのか明確にする。これはフィードパックゲイン行

列に対する極の感度と捉えることができ，状態の検出に多少誤差が含まれたり，信頼性の乏し

Lミ検出器による検出量をフィードパックする場合，それらをすべてフィードパックゲインの変

(109) 
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化に代表して考えれば極はフィードパックゲインの変化に対し低感度であることが望まれるわ

けでフィードパックゲイン行列に対する極の感度を明らかにしておくことは重要なことであ

る。特じ，極配置問題におけるフィードパックゲイン行列の一般形が与えられているので同ー

の極配置を実現するフィードパックゲイン行列が多数存在するが，極の感度の点からこれらの

良否を知るのに利用することができょう。

2. フィードパックゲイン行列の一般形

制御対象は可制御，可観測とし，その動作方程式および出力方程式は次式で表わされるとす

る。

i( t) = Ax( t)十Bwo(t) 

y(t)=Cx(t) 

(1-a) 

(1-b) 

ここで，x(t)は状態を表わし n次元ベクトル，wo(t)は入力を表わし m次元ベクトル，y(t)は出

力を表わし J次元ベクトルであるとする。 A，B， Cはそれぞ、れ nXn，nXm， lXnの定数行

列である。状態フィードパック

ω。(t)=-Kx(t)+w(t) 

を行うと，補償後の系の動作方程式は

必(t)=(A -BK)x(t)+Bw (t) 

(2) 

(3) 

となる。ここで，w(りは新しい入力を表わし m次元ベクトルである。 Kはフィードパックゲイ

ン行列で mXnの定数行列である。

行列 (A-BK)の固有値は互に相異なる実数とし，それらを A.i; z = 1 - nとする。またこ

れらは行列 Aの固有値と重複がないとする。閉ループ系の極 A.i; Z = 1 -nを適当に指定する

とその極配置を実現するフィード、パックゲイン行列 Kは以下のように自由度を含んだ形式で

示すことができる :1)，12)

KニKU-1 (4) 

ここで、 K， Uはそれぞれ mXn，nXnの定数行列でK， uの 1列を ki，Uiとすると，
ui=(Aーんl)-IBki ; i ニ 1~η (5) 

が成リ立つ。また， mX n行列Kの各要素は detUヰ Oである限り任意である。

閉ループ系に2ρ個の複素共役な極が含まれる場合は次のようになる。(A-BJりの2ρイ聞の複

素共役な由有値を ~i 土 1刀i; z= 1-ρとする。残りの幻一 2ρ個の固有値は実数でそれらを A.i

z二 2ρ+1-刀とする。すべての固有値は互に異なるとともに行列Aの固有値と重複がな

いとする。行列 Uを

Uこ (!I，gl，!2，g2，…，!p，gp，U2P+1，…，UnJ (6) 

ここで

(110) 
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(7-a) 
gi二 [(A-[;;1)2+ r;~I] -I[( ηiB五2i-1+ (A -[;J)B正2iJ

Uiニ(A-A;1)一IBki ;i=2ρ+1~η (7-b) 

とすると，この極配置を実現するフィードパックゲイン行列 Kは同じく(4 )式で与えられる。

また，mX  n行列Kの各要素は detU 宇 Oであるかぎり任意で、ある。

Uの正則性の検定は Uの各列に (A λz刀 l;i=l-幻がでてくるので簡単で、はないが，

等価的に次のCを調べることでより簡単に知ることができる。

U=Il(A ん1)U

= [(A -A21)…(A-An1)Bι，(A -Ad)(A -A31)…(A-An1)Bι， 
・・，(A←ん1)(A-Azl)…(A-An-d)Bι〕

=(呂山i-IB五，吉山ZIBL， ，Slβ日 IBι〕
ここで， β~; iニ l~n ， j=l~ η は次式を満足する。

(9) 

n n 

21msZ1=FIb-Az) ;j=l~ η (10) 
z手J

Aの固有値とんに重複がないので Uの正則性と Uの正則性が等価で、あることは明らかであ

る。

閉ループ系が複素共役な極をもっ場合も同じく (6)式の Uに対し次の Uを調べることでただ

ちに Uの正則性が検定できる。

_ P n 

U=HI〔(A-tzI)2十η?刀日 (A-AJ)U )
 

t
E
i
 

-
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4
 
(
 

これを展開すればやはり (9)式の形式に書きなおすことができる。

3.応答波形の改善

簡単な計算によりは)式で与えられるフィードパックゲイン行列を用いると，

U-1(A-BK)U=A 

が成り立つことが分る。ここで

11 fl r;1 1 1 f2η21 1 fp r;p 1 I 
Aニ diagiI 

- . 
I I 
-
I… I 

.. 
I '¥2P+I…人J

LL-r;1 fd，L-r;2 fzJ， ，L-r;p fpJ， J 

(12) 

(13) 

である。 また記号 diag1 α1，α2，・・・，Gn}は対角細胞がα1，α2，…，Gnである準対角行列を表
わす。 ρニ Oの場合(13)式は実数固有値のみが対角にならんだ対角行列になる。

結局，閉ループ系の入出力関係を伝達関数行列で表わすと，

、
)
1
l
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1
i
 

1
1
i
 
(
 



644 疋田弘光

Cadj(sl-A +BK)B 
Y(s)ーー一一 W(s) 

det(sl-A + BK) 
CU adj (sl-A) U-1B 

W(s) 
det(sl -A) (14) 

ここで記号 adjは Q-l= adjQ/detQを意味するの(4)式で示されるいかなるフィードパックゲイ

ン行列 Kを用いても希望の極配置が満足されるから行列Aは不変である。従って(6)，(7)式から

分るように Kを適当に変えフィードパックゲイン行列 Kを変えると希望の極配置を満足しな

がら閉ループ系の伝達関数行列(14)式に現われる行列 Uが変化することが分る。閉ループ系

を状態方程式で考えればKの変化に応じて状態方程式の記述形式を対角形(閉ループ系が複素

共役極をもっ場合は準対角形)に変換する変換行列が変化することを意味する。

従来の方法に従えは、希望の極配置を実現するフィードパックゲイン行列は一意的に決まって

しまい極以外の系の構造を変える白由度は存在しなかった。 (Fallsideの方法では m-1の白

山度があり，わずかではあるが構造について考察することができる。)ところが，本方法に従え

ば希望の極配置を実現し，かっ Uを(7)式に従って変えることができるので極以外のシステム構

造を改善することができる。その最も大きなものは零点の移動である。 (14)式の分母はフィー

ドパックゲイン行列 Kが(4)式で与えられる限り不変であるから Kを変化させると分子の部分

のみが変化し，結局零点を移動することができる。しかし，Kの変化に対し零点がし、かに変化

するのか一般形で示すことはできず満足のいく零点配置を実現する Kを解析的に見出すこと

はできなL、。それ故， (6)， (7)式に従って Uを求め(14)式を計算し零点を求め満足のいくもの

で、あればそれでよしそうでなければ Kを適当に変えさらに同じ計算を繰返さなければならな

し、。

例題: 動作方程式/えび出力方程式
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(15-a) 

(15-b) 

この系の阪は[1， -1， -3Jで不安定で、ある。閉ルーフ。系に希望する極を [-2，-4， 

5 Jとする。

入力 UUl，U)2のそれぞれどちらからでもシステムは可制御であるから，従来の方法に従いどち

らかの入力へ状態フィードパックを行うことで希望の極配置をただちに得ることができるじと

ころが，Wlにフィードパックを施すと伝達関数日ω/W1(:りは正の零点を l個もち，また W2の
(112) 
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それぞれの場合につみにフィードパックを施すと九(5)/W2ωは正の零点を同じく 1個もつO
いて新しく得られた閉ループ系のステッブ入力に対する応答曲線は Fig.l， Fig.2の破線のよう

ところ

(16) 

たとえばβ1二 β'2 1， 

その時のフィードパックゲイン行列は(4)式を用い

になる。いずれの場合でも正の零点を 1個もつことに原因する逆応答が生じている13)。

で本方法に従えば，

1(-1+2β1)/3 (1十2β2)/15 ( 1十7β3)/48

U=I (2β1)/3 (-4十7β2)/15 (-5+ 13s3)/48 
l (-4+5β1)/3 (16-13β2)/15 (25 -17β3)/48 

となる。ただし，sl = k21/kl!， β2二 k2z1k12，β3二 k23/kI3である。

ふ =1とすると零点はすべて負となり，
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るY!' Y2をFig.2の実線で示す。

この例題からフィードパックゲイン行列を(4)式のような一般形で与えたことによる効果が理

解きれよう。

多入力多出力系では伝達関数行列の要素は(入力の数×出力の数)だけ存在し，これら全要素

の零点を考慮するのは大変であるのでたとえは、田川の方法14)を用い定常値に関し入出力関係

を分離し，それら個々の分離された伝達関数の零点の移動を考慮するのが実際的と思われる。

たとえは、，入力の数と出力の数が一致し，入力端子の番号と出力端子の番号の対応したもの同

志を定常値に関して分離するとすれば，田川の方法で補償された系の伝達関数行列の対角要素

のみについて零点を考慮すればよい。ただし，それ以外の要素は干渉を表わし，定常値には無

関係であるが動的な干渉として出力に影響を及は、すので非常に悪い影響が現われる場合にはそ

れに対応する零点についても考慮する必要がある。

4.フィードパックゲイン行列と極の感度

初めに適当な極配置を与えるフィードパックゲイン行列が微小変動する場合，それに対応す

る閉ループ系の極の変動を調べる。ここでは系の係数行列の微小変動が系の極に与える変動に

ついて考察された結果15)を利用する。 î;i二 1-η を行列 (A-BK)の固有値， Ui， Zニ 1-

ηをそれに対応する固有ベクトルとする。すると，

(んI-A+BK)ui二 o (18) 

が成り立つが，いまここで

Vi(んI-A十BK)=0 

ViUi二 1，ViUj= 0; j = 1 ~ n ， jヰi

なる 1X n行列 Viを導入する。

(19-b) 

(19-b) 

ここでフィードパックゲイン行列KにK十 iJKなる微小変動が生じると，固有値んおよび

固有ベクトル的が微小変動し，それらをそれぞれん十iĴi，約十iJUiとすれば，

( (ん十dん)I-A+B(K+&K))(Ui十&Ui)= 0 (20) 

が成り立つ。従って， 2次の微小量を無視すれば

(んI-A+BK)&ui十(&ん1+ B&K)Ui= 0 (21) 

右側からむzを掛けると第lT頁は Viの定義によって零となるから

&Ai二 uiB&Kui (22) 

が求められる。これがフィードパックゲイン行列の微小変動に対する極の微小変動量である。

ところで， îは複素数であってもよいが，その場合次のように実数部，虚数部をそれぞれ分

けて考察した方がよい。

ん=t"i+ jr;i (23) 

( 114) 
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とし

"Ai=，d'i+ jU/i 

とする。またんに対応する複素数固有ベクトル Uiを

Ui=!汁 Jgi

とし，

(24) 

(25) 

Vi二 hi十jli (26) 

とする。すると，KのK十 iJKへの変化により，

[(fa "fi)I i:.j(ηi+"η;)1 -A十B(K+"K))[(fa.J/i)i:.j(ga"g;))= 0 (27) 

647 

展開し， 2次の微小項を無視し，さらに，左側から (hi+ jl;)を掛けると複素数極の実数部，

虚数部の iJKに対する微小変動量は

"ti二一hiB"K!i十liB"Kgi

dηi=-hiB"Kgi-liB"K!i 

と求められる。

(28-a) 

(28-b) 

結局，mXη行列 iJK，の仰要素を 4九q とすると実数極，複素数極の実数部および虚数部そ

れぞれの微小変動は A九q ，ρ=l-m，q=l-幻の一次結合で表わされたことになる。ここ

で，これらを代表して

m n 

dαi=~ ~γpq L1 kpq 
P=l q=l 

(29) 

と書く。従って (22)式ではiJGi = iJ A.i (αi λi)であり， (28-a )式では 4町ニiJf'i (αiニ

f'i)， (28-b)式では Aαzニ 4平i(αz二 η;)を意味する。 (29)式の右辺は (22)，(28-a )， 

(28-b)式の右辺に対応する。

以上より各九q，ρニ1-m， qニ1-nの微小変動がαzにおよほす影響は

まと=γpq ， ρ=日 q二 l~n (30) 

と表わすことができる。感度を各変数の変化率の比で定義すれば

去最=等主 ;ρ=l~m， q=日 (31) 

希望の極配置を与えるフィードパックゲイン行列Kは(4)，(5)， (6)， (7)式に従って求めること

ができ，しかも mXn行列 KはdetU宇 Oなるかぎり任意で、あるから Kの与えかたによって

穏々のKが導出され，さらに，上の結果を用いればそれら各Kに対して極の感度を計算するこ

とができる。従って，たとえば，ある状態変数を検出する検出器の信頼性が乏しかったり，ま

た極めてその検出が微妙なもので多少ずれて検出される可能性がある場合など，そこからの

フィードパックパスに挿入される比例要素のゲインの変化にそれらを含めて考えれば，その

(115) 
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フィードパックゲインに対する極の感度は低い方が良いわけで上の結果を用い各Kを感度の

点から検定することができる。

例題: 前述の系(15)において引のみにフィードパックする場合のフィードパックゲイン

行列に対する極の感度と(17)式で与えられるフィードパックゲイン行列に対する極の感度を

求め比較してみる。

W，のみにフィードパックして閉ループ系の極を λ1=-2，λ2 =-4，λ3=-5に移動する

ためにはフィードパックゲイン行列は簡単な計算により

143.0 39.0 8.01 
K = I _ _ _ _ _ _ I ( 32) 
1 0.0 0.00.01 

と求められる。的へのフィードパックはないのでk，q ; q = 1 -3についてのみ極の感度を計

算すると，

円叶 = [3. 6 -6. 5 2. 7] 
aklq/ klqJq~1-3 

ほLALlrj_~'Z I = [-5.6 20 -16] 
aklq/'klq Jq~ト 3 l 

[ 砿託l…=[2.9 -13 叫
(17)式で与えられるフィードパックゲイン行列について調べると

l似 1叶 -1039 O. 79 
akpq/ kpq]g二i三一 0.24 0.41 O. 1 

13A山 l-1004 一0.87
akpq/ k;Jgこ k~ -10.02 0.45 一0.29

[凱山
akpq/ kpq Jg:::l子3 L 0.23 0.40 0.10 

(33-a) 

(33-b) 

(33-c) 

(34-a) 

(34← b) 

(34-c) 

この結果から(17)式で、与えられる Kは (32)式のKに比べかなり極の感度が低下している

ことが分る。従って(17)式， (32)式で与えられるフィードパックゲイン行列は同ーの極配置

を与えるが感度の点からは(17)式の方が有利であると言えよう。従って，たとえば(17)式

のKを用いれば (32)式を用いる場合より信頼性の乏しい検出器を用いても希望の極配置から

のずれが小さいことが期待できる。ただし，フイ一ドパ、ツソクル一フ。の数が多くなるので

の点を考膚慮、して{優憂劣劣、を決めなければならない。いずれにしても，同ーの極配置を実現するフィー

ドパックゲイン行列の違いによってかなり極の感度が異なってくることがこの例から理解され

よう。

5.あとがき

希望の極配置を実現するフィードパックゲイン行列がもっ自由度を利用し，零点をある程度
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極配置問題におけるフィードパックゲイン行列について 649 

移動することができ，応答波形を改善することが期待できることを示した。本論文では具体的

な設計法までは言及せず原理的な説明にとどめた。

また，フィードパックゲイン行列の微小変動が閉ループ系の極におよぽす影響について解析

し，同ーの極配置を実現する各フィード、パックゲイン行列に対する極の感度を明確にした。こ

こで明らかにされた結果は単にフィードパックゲイン行列に対する極の感度を知るのに利用で

きるだけでなくフィードパックゲイン行列に含まれる自由度Kを変化きせ希望の極配置を実

現するもののうちで極の感度が低くなるフィード、パックゲイン行列を求めるのに利用すること

ができるであろう。

日頃ご指導いただいている北海道大学I.学部三浦良一教授，田川遼三郎教授，小山昭一助教

授に感謝の意を表します。

(昭和 50年 5月20日受理)
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