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有限円筒の 3次元応力問題について

松岡健一・能町純雄

On Three Dimensional Stress Problems of Finite 

Hollow Cylinder 

Kenichi Matsuoka and Sumio Nomachi * 

Ahstract 

The purpose of this paper is first to pres巴ntth巴日巴n巴ralsoluti ons of出巴 threedimensional str巴ssproblems 

of a finite hollow cylinder submitt巴dto forc巴Son i ts boundaries. These solutions are obtain巴dfrom the 

equations of equilibrium of forces in cylindrical co-ordinates by means of finite Fourier-Hankel transforms 

Then making us巴ofthe solutions， th巴numenc呂1calculations ar巴carn巴dout for the case wh巴nthe hollow 

cylinder is subjected to a pair of tractions which are partially distributed on the inner surface. The results are 

compared with those in th巴caseof an infinitly long hollow cylinder carrying the sam巴forces，and the results 

of Si bahara， etal， obtain巴dfrom another method， are also shown in the figures for reference sake 

1.まえカマき

著者らはこれまで円柱座標で表わされる 3次元応力問題として，静的弾性問題では，多層弾

性体の問題l)2)，無限および有限円柱の問題3) 円孔を有する無限および半無限体の問題4)5)を取

扱ってきた。これらはいずれも解法として Fourier-Hankel変換を用いるものであり，数値計算

も数多く行なわれている。しかし円柱座標で、表わされる 3次元応力問題としては最も一般的な

有限円筒の問題に関しては，曲げを受ける両端単純支持された厚肉円筒の問題6)を取っている

のみで，任意の境界条件に対する解析は行なっていない。この問題に対する著者ら以外の研

究としても，軸対称問題を取扱った柴原らの研究7)や奥村の研究8)があるくらいで，非軸対称問

題に関してはその一般解も示されていないようである。

本論文では，まず，有限円筒の非軸対称問題をこれまでと同様に Fourier-Hankel変換を用い

て解析し，その一般解を示した。この解は丈献6)に示したものとは別の核関数を用いて積分

変換してえられたものであるが，文献6)の解に比較して境界条件の取扱いが一般的になって

いる。次に，得られた解を用い若干の数値計算を行ない，軸対称の場合に対して柴原らの結果

との比較を行なった。また一部無限円筒の結果との比較も行なった。

*北海道大学工学部教授工博
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2.基礎方程式

円柱座標におけるつり合い式は，座標軸を r，B， zとし，Gr，σθ，のをそれぞれに 8， z 

方向の直応力度， τrO，T()z，τzrをせん断応力度とすれば，物体力を無視して
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となる。また弾性応力問題を対象とするのでHookeの法則は

川 (u ， ou θw¥ σγ=(2μ十λ)どと土十A(~+ v;::-n + V，，<N ) 
μθr ' "¥ r ' ro8 ' oz) 

( u O u ¥ ， ，( ov ， ow ¥ 
σ，9=(2μ十人)l + )十A(c:.，v十 l 

¥ r ' r(8) ， "¥ or ' oz) 

ow ， ，( ou 山¥
σ，2'=(2μ+λ)一一十人(~".+丘+ U~n) 

oz ' "¥ or ' r ' ro8/ 

二μ(~笠+生一斗 ( 7 ) 
μ ¥ ro8 'or r / 

(担+立笠)
oz ' or / 

(2L2ι) 
oz ' ro8 

(1) 

(2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

( 8 ) 

(9 ) 

となる。ここでu，V， W はそれぞれ r，8， z方向の分変位であり， μ，λはLameの弾性定

数である。

3.各変位成分の Fourier-Hankel変換値

有限円筒の一般解は，式(1)-(3)の連立偏微分方程式を解くこ

とにより得られるが，ここでは積分変換の一種である Fourier

変換と Honkel変換を用いる方法によって解く。

今図一一lに示すような内径a，外径b，長き Cの有限円筒を

考える。ここで積分変換の核関数として L1 三 cosmθXL2=sin 

m8X， L3ニ cosmθX。を式(1)-(3)に対して選ぶ。ここでm=O，

1， 2…である。こうして Oに関して(0， 2π)の間で有限

Fourier変換を行ない， rに関して(a， b)， Zに関して(0， 

c)の聞でx， x。を核として積分変換を行なう。このとき式(4)
-(9)のHookeの法則を考慮して応力を変位で表わし積分を行

なう。次に r方向の有限変換を実際に行なうために，次のよう
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図-1 有限円筒
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におく

Cm[u]=Am附n問zγ +B 間悶zγ円，Sm[V川U寸]二 Amzr 

Cm[rτγ問z]二 T品Lzγ+T品Lzγ，S問[rτθz]=T品Lzγ T#'zr，

(10) 

(11) 
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式(1)， (2)を積分変換してえられた結果に式(10)，(11)を代入し，辺々 相加えて X 二 X1二 rHm+l(c;r) 

cos人々 とおき，パ Zに関する変換を完成させる。次に辺々相減じて X= X2 = rHm-l (Cir) cosl¥々

とおき変換を続行する。さらに式(3)を積分変換して得られた結果に，式(10)，ωを代入し，Xoニ
rHm (c;r) sinNzとして積分を行なう。ただし上の説明中

Cm[!]二 ffmm鰍 Sm[!]二 ffsinm雌 (a) 

Hj(fir)=]j(fir) Ym(fia)-]m(fia) 巴(fir)，j こ二m-l， m， m+l 

で，~i， iニ 1， 2，…は Hm(c;b) = 0の根を小さいものから順に並べたものであり， ]， Yは

第 1種および第2種のBessel関数である。また N二刀π/C， n= 0， 1， 2，…である。

以上の計算により，各変位成分の有限Fourier-Hankel変換値を含む 3元連立方程式が導か

れ，これを解くことにより変位成分の積分変換値が次のように求められる。

Hm+1Cn[Amzr]二 fabfoCA山 Hm+l(乙山田Nzdrdz

1 1 rr ~ ~ r 1， ~ ~ r 1" m十1f't r 11 1 I 7I.TEY rY  r ，1 
二一一一ーすI~ CmCn[σγ]+ SmCn [rro] +4μ一一一Cn[Amzr]+μNCmSn[W](2μ 1vナti2LL '-"lIt'-"rtLV"{J I ' ..... Flfl'-"FlL'"'fUJ 1 .J..f-A- r -"L"'__"_rrlZTJ I f-"-""'-' -rn""""'flLvvJJ 

lbμ+A fl f r" "f  1 I " (m+ 1 x rHm+l(fir) I一 ・一一一一一I~ CmCn[σ]十2μ(~Cn[Amzr]Ja 2μ(2μ+λ) -(N2+fl)2 Ll vmvnLurJ I ，，-，u¥ 

一盟二斗lCιιn[恒Bηm附w川2臼即zzr]訂zr]ì 十 2μμNCmSι削n[ω]υ~rHιm叩川十叶1バ必(仔fiか州2げ川rけr)I
b 

J ' o.J0 J.. l '-" Ifl"'_' fl L vv J J f .L.L lft--r 1 ¥ ':;:) l f J Jα2μ N戸2十fl

[{1川 叶山λ ) x [{耳石H料 l[TLr]+;u~~ Hm-1[T#'zr] μfiHmCm[ω] fCO山
+品JL)(N4LJHm+1[TLT1-Hml[TLT]+MHmCm{ω]} 

×郎防]:' (12) 

Hm-l Cn [Bmzr]= fabfoCBmzrrHm_l(か )cosNzdrdz

1 1 I (~ ~ r 1 ~ ~ r 1 m-1 ~ r~ " ，，~_ r ，1 
=一 一一一τI~ CmCn[σγ] -SmCn[rro]-4μ一一~Cn[Bmzr]+μNCmSn[wH 2μ N2+fl Ll vmvnLVTJ umvnLLrtJJ '-1:j..L r VnL.LJmZTJ I fJ.，.1vvmunLlA/Jj 

lbμ+A fl fr""f ll，， (m十1rHm-l(fir) I + ・ I~ CmCn[σァ]+2μ(一一一Cn[Amzr]Iα2μ(2μ十A) (N2+fl)2 Ll vmvnLurJ I ，，-，u¥ 
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ー型二1Cn[Bmzr]i +2μNCmSn[wUrHm-l(か )I
b

+土-上zzl{~土ム
/ I L..JM1¥，¥....ImUnLuVJJ'.L.Lm-l¥':::>lf 'Jα2μ N2+n  L l 2μ+A 

XH間十1[T;;'zr] +出Hm-lげん]+l1tiHmCm[ω]}c郎防|;-41A)
一立三一I~ H m+l[ T;;'zr ]--H m-l[ T'/nzr ]+2I1tiH mCm[W] kosNz IC (13) (N2+fl) ll~~m+lL ..L mZTJ ~~m-ll .L mzrJ I L..JMçi~~m \....l mL úV JJ L- u':>.1"'~ J 

Hm CmSnIwl=ftywrHAFt f)cosmh凶 'zdrd8dz

一一立すICmSn[w]rH料 1(か)Ib _ μ+入 Nt~2\21 CmCn[σγ] 
N2+~l L vmunl Vl! J' .J..L m+l\~.l' I Jα μ(2μ十人) (N2十tl)2L 

/… +l~r. 1. m-l~r~ 1\.~ ， r~~r 11 TT /0  Jb 
十2μ(~Cn[Amzr]十一一~Cn[Bmzγ])+2μNCmSn[wHrH叩+l(tir)I ¥ r r -j - -J I 

-L71HmcdudeosJVzlcJ土L Nti21~Hm十 1[T;;'zr] N2 + t[ L.H m vmLlA/ J'"'v，:'H VN  J。 μ(2μ十人) (N2十tl)2L l 

-Hm-1[T品山

式(l2)~(14) 中の CmCn[σr ]， SmCn[rre]，…ーなどは肝， τ叫……の積分変換値・を記号

で示したものであるが，その意味は式 (α) および式 (12)~(14) の最初に示した式から明らか

であろう。

4.有限円筒の変位の一般解

有限円筒の各変位成分の一般解は，式(12)-(14)を逆変換することにより与えられるが式ω をそ

のまま逆変換して得られる W は円筒の偶部(たとえば r= a， C 二 0)で常に Oとなり一般的

には好ましくない。そこで以下に述べるような補正を加える。

まず式の表現を簡単にするため，式ω-(14)中の CmCn[σγ]，SmCn[τro] ，ーなどを次のよう

におく

αmnr=SmCn[τγθ]， 

Bmnγ= Cn[Bmzr]， 

βmnr二 CmCn[σγ]，Amnr二 Cn[Amzr]， 1 
γmiz=Hm+l[T;;'zr]， omiz=Hm-l[T'/nzr]， J 

)
 

L
U
 

J
f
t

、

またwの補正により生ずる値も簡単化し，

EmiZニ Hm-l [aBmzr/ az]， 

~r:;mnr二川åu/θr]， Dmiz=Hm+l[θAmz/az]， } 
( c ) 

とおく。ここで式(4)をcosm8・cosA危を核関数として θについて (0，2π)， zについて (0，

c )で積分変換を行ない，式を整理すれば

(70) 
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I ~ r 1 >T  F m+ 1 . m-1 
CmSn[ω]=-N lCm[w]cosNzlo - "~/ Amnr-苛 JBmpげ

ワ川十~ 1 
-ーと一一一一Cmnr+ βmnr， λ N ~mm ' ~N (15) 

次に式(8)をsinm8，式(9)をcosm8で積分変換し，得られた式を辺々相加え rH間+1(~lr) で積分

変換を行ない，式を整理すれば

H問dι川Cι叫m[川ω刈]二」子什|川Cι叫山m[山川[μω刈]rH品Hιm品川b+て壬与乞L(μDん間z臼z 川
と!;i 目 .α..ぐ i

また相辺相減じ rHm-l (~ir) で積分変換を行ない，式を整理すれば

HmCιm[川ω叶]二ι引[Cι叫仙問」山[いω]同胤品ιn肘川ベ+叶」品1バ(
式(ωiω6)，(17)から次の式が得られる。

H ηmぷ刈，C

μ(DmiZ十EmiZ)一(γm.z十OmiZ)=0 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

式(12)-(14)に式(15)-(18)の関係を代入し逆変換を行なうことにより各変位成分を求めることができ

る。上の誘導ではm宇 0，nヰ Oの場合について述べているがn二 0，mニ Oの式は，上に述

べた各式でmニ Oとすれば、良い。 nニ Oのときは別な形となるが，誘導の方法は上の場合と同

様である。また iニ Oに相当する初期項も必要となるが，これも途中の積分変換で rHm+l(~ir) 

の代りに r2-m，rHm-l (~lr) の代りに r2+mを用いて積分を行ない同様に求めることができる。

従って各変位成分内一般式は

1 A ， 1∞ 
U二三Aozr+τ2::(Amzγ+ Bmzr)cosm8， (20) 

JL JL m=l 

u=12(AmzTB772Zγ)sin m8. 
7T m=1 

(21) 

2ma2mbzm 1 (b( 1 (C A ，， 2∞)  
Amzγ=τE百二三m ，， ~+1 1 171 Amzrdz+ ~ 2:: Cn[Amzr]cosNzrr-mdr 

U U I ν a l v 0/ 0 し nニ 1 I 

+会22d!丘{+iCHm+1[Amzr]dz+ι21Hm+ICn[Amd 
r I ， ¥k-l 2mazmb2m 1 ( 1 =2:: I (_l)k-l ""， ・一一一一{ dm(βmok十何Ok)
l ¥'<1 b2m-a2m crm+1 l4m(3μ+人)

+(μ 吐!A) )al-m 川川 A 
三五τTE7元(3μ+A)

仇 Amok-2玩3/1芋工了似 Bmok-4五百五平刀
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μ十A 1 ， 1 
.a~-m(Wmk， -Wmk，) """("/' I ，¥ D7I帥+μ}2m(3μ+λfUmOk I 2m，u(3μ十人)γ叩吋十 (2μ十人)c
f 1 つυーt-A ，/n  ，， ¥m十1

ブ叫紹似(叩削叫k+~ト戸一α仏伽ωω吋川m削叫mok+叩叫r凶O吋訂川h汁川+刊(い川)~Aんん仏いm削叫吋O叫叶hけ+山(ωμけ+À川)弓竺千子タ邦邦Bιんm削O
t 一戸戸- αh 一1 I 2∞ f 1 _(k)f 7¥T__jμ+λ1  

一 (W mk， -W mk，)什'"_~ cosNz十一~x<，，7þ( Nr)(~βmnk+でα mnkJ C;;-:1 ~~U..~ l2N ILmv¥"" '¥μ八 μ

3(m+1) A ，m-1 ~ 2μ+A，-， ¥ 
+~，... ~/Amnk十 Bmn C)ω(ぷ(Nr)(βmnkαk r1mnk I ak LJmnk A vmnk) 4μAN 

1 I 2 ∞ Hm+1(tir)f人 1~ (k) I F _ ¥ ( 2μCmnkH十 ~ _L_Lm+~~~ l' I i一一一一・ φ(k)(tiZ)( Dmik μJ  ' b2 f;;;'lθ弘i l2μ+A ti'{J "-，-，，，/¥ 
υ ↓~ /n  ，~\ \υ↓~ 1 / . I、 r、
丘一一一(3γmik十Omik))-~とー (φ(k)(tiZ) ψ(k)( tiZ) )(Dmik 2μλ J 2μ+A ti 

1 ， 2ma2mb2m (-1) k f r ( Z ¥( nr  1 ， ¥ 
一石(3γmik+い ))}+bM 2 寸平T一一ifd~ )( Wmk， γ~k2 ) J' bzm-azm ムr--l--¥ハ/

-fわ-~)(W帆-t刈}]ロ
Bmzr= 
b
2n竺研rm-1

i
b
{ ~icB附γゐ421CnIBMT]cos刈rmdr

2∞ H m-1 (f i r) r 1 (C  TT r D 1 J_  I 2∞ 1 23{-l  HmlIBMJK十~ Hm-1Cn[Amzr] ~ b2 t:'1θ弘i l cJo 
J..J..m-lL..LJTnZTJlA-A.t I C~l

ß..J.. m-l'-/nl ..l.L mZTJJ 

ff 1¥k-1 2m rm
-1 1 f =21|(1)h.{d+2(ぬ ok一βηOk)L ¥ -'-， b2m-a2m C 4m(3μ十人)l 

十2(μ十人)a;;'+1AmOk + (4μm+2(μ十人))a;;'+1 Bmok十人EmOk

u+A ~ m+?/TTT  TTT  ¥1， 1 rlb¥! ¥f 1 
一五戸川+入aZ'+2(Wmk， -W川小 (2μ十人)Cf}"k) (r)けβm凶

官~凶 (μ十人)tlA間Ok-(い)与Bmo寸 (Wmk，-W mk')} 
f 1 Ib¥l >T  jμ+A ~ 1 m+1 

+ ~ ~ cosNzi '1 ~r xI::1(Nr)(と日Lβm叫 αmnk一一一~A
n二l'-'Vu

..L"..c，
l2N 

;l.ms¥.J...
...'}¥ μAμGh  mnh 

3(m-1) n 2μ+人 ¥μ+入ー ) 
一一一一B 一一一Cmnk)-一一一一ω協(Nr)(βmnk-2μCmnk) r αh mnhλ り 4μ人N

U.I ms¥" V f /¥/Jmnk '-'1-" vmnk/ 
1 

2 ∞ Hm-1(tir) r 入 1 _，_(k)fF _¥(μ十λ V~ 
LL m-~i S-i' J )一一一一 φ(k)(臼)(Em 一一一一(γmik十3Omik)) 

b2 t:'1 θ;'i l2μ十人 ti
IjJ ¥，i4 /， J.:-mik --2μ人 / 

υ+A 11 .Ih\'~ .Ih\l~ \\/~ 1 / n~ ¥¥1 一」と 一一(φ(k)(tiZ) ψ(k)(tiZ))(E 一一一(γmik十3Omik)) ( 2μ十人 ti
¥IjJ ¥，i4/ IjJ ¥，i41!，0 mik--

4-μ )1 
，(-l)kfr(Z¥(TTT 1<，V ¥ 1'(， Z¥ 

十 円 1¥ 
'1+ 
/ 

~ fJ( ': H W mk2 ーぷnk，) -fd 1 -': ) b2m-α 2  l.Jl¥ C八 μ J.Jl¥-'- cJ 

(wmhl-i川}l間μ 

A四 r-品川町cAA421ι[Aozr]c州政
2 ∞ H1(f，け f1 (C  TT r 

" 
LL  I 2 ~ TT n r" L__ l¥T_ i 寸~~宰叫: ("H1[Aozγ]dz十三~ H1Cn[Aozγ]∞sNz~ o円 θIi l cJo J..J..IL.L.l.OZ7-JlAI;<..， I c;.二 1..IL.L _j_ '-" fl L.L "'-U.GI J'-''-'U..L T ，c-..) J 

~ f 1 (_1)k-1 1 f a%， d () ，( 
|一一一一一一一・ {一旦lohんOk+((μ十λ)log生

日 Llog b/α cr 2(2μ+ A) l 4 邑abjJOOk 
， ¥ 邑

十2μ+ふたAOOk十2入D仙一旦止斗γω十1dl04+l}/ μ2  ~"\ "~b ab ' 
+ 

J 

(72) 



有限円筒の3次元応力問題について 471 

仇 ，-WOk2)}+古川r){βook寸 AOOk十

f 1 _ (k)f hT__ ¥(μ+An ， 2 A ¥ μ+入 1z豆1CmN川Zl2百疋NXμ必淵OA佐似も官引川)刊W川(川N
2 ∞ H1(仔tirけ)r A 1 ，( b) I 

'" 

__ ¥ ( n 2引(μ+λ川)- ¥μ+入 1+寸2一一一一{一一一 ザc/}k)(t;必ω)(D仙一一一一 卜 .一
U F1θIi l2μ 十λ~i VJ \'::， l~1 

¥ μ入
γOik}-2μ十λ ti

(n 1 ¥1， r-1 (-l)k r _，..( Z¥{nr 2 I ¥ (ザ川

-fl( 1-~)(れ1-f刈}]， (24) 

∞
r 1 ∞ Ho(tiγ) TT rt c1 r 1 ， 1∞ Hm(tir) =ττ~ sinNz~ ，，1._ ~一一一一-__J_ HoCoSn[ω] 十~ ~ 

1-L

一一一
nニ lU

.l.lLL"N  

l 2π i=l θ32π 戸 1θmz

∞ωsm附θHmC間S削n[山川[μ川ω刈]ト)トエや毛会主1:埠主0伽ωC∞ωO凶S附イlι:主主舎ト1P〆S剖i血n肢刈{走Gωω泣r)刊(ル州) 
(恥lも与与弘弘β品ム仇ル仇?弘み弘弘7ηm即n肘2口P

+一ι号記互必i丘主丘!l~叫~+一-Qοψ(怜h勺 Z)(河(Dmik-Emik-+(川γμmi拍k-Oル問m叫川z泊k)ウ) El f::l 8;'i l ti 'q! ¥ ，i-G '¥ L/mik J.:.，mik /.1 ¥f mik U mikJ ) 
十一L よρp(k)州(快同叶h的吋)刊(住Eμω必引iZ)(バ(D2μ+λ fil:' ¥'!::>l，，"，"，'¥.L-'ff!"lF(， .L....if{ttK 2μ /刀j 

+g¥，i')什){~ W mkl + (1 -~ )W mk2 )]， (2 

となる。ここで α1二 b，α2=a，α。二α，Cl =c， C2二 Oとして

α間 nk-αmnγ)T= ak'β勾nk二 βmnr)γ=α.，Amnk二 Amnr)戸 ak' 1 
~ (d) 

Bmnk二 Bmnr)戸 ak，Cmnk二 Cmnr) γニα• Wmkj 三 Cm[W]r~a.， z=Cj J 

Dmik = {DmiZ)Zニ o十(-1)ト1Dmiz)z=c}/2， 1 
E間仕二{E前日)Z=O十(-1)h-lEmiz)z=c}/2， I 

~ (e) 
γmik 二 {γmiz)z=o+(-l) 日γmiz)z~c}/2 ， I 
Omikニ {Omiz)z=o十(_l)k-lOmiz)z二C}/2， J 

Dmok二子山長Amん
γmohzl rz-m TZzγ )z~c.dr， 0 mokこ Ir2十mT品zr)z~c.dr ，
・_a ~α 

γ:nkj= ib[r-mTゐcos肱 ]z=cjdr，ル J二 ib[rmTんcos治 ]z二 Cjdr， 

DOOk= i千吋;すい)z~c.dr， γoohtZlog云叫んCkdr，

γん=I [T'/nzrcosNZ]z~cjdr， 
，/Q 

)
 

ぷ
i(
 

(73) 
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とおいたものであり ，eo二 1/2，em= 1 (mヰo)である。また

θLz二 {Hm+(fibW ぶ{Hm十1(印W (g) 

である。式(22)~(25) 中のCI， s，ーなどは境界の応力や変位の積分変換値で与えられる一種の積分

定数で，変位の適合条件や境界条件により決定されるものである。また各応力成分は Hookeの

法則式(4)~(9)から求められる。

式(22)~(25)中の関数は Fourier 変換および Hankel 変換の逆変換により得られるもので結果の

みを示せば次のようである。

CV!l(ル)=説(ね， x<':b(Nr)=競dr， Xd点刷泣協似;μ(川Nル川rけ)=2説f会な沈:;)
F詰l(Nrけ)二N[R詰偽ム以(Nα仇k){rR詰位11m以(Nrけ)一α仇k-1R詰ら+1(Nr)}

R以(Nr){αkR民1・m(Nak)-ak-1R泣いI(Nak)}]/{R偽(NakW，
ω偽(Nr)=N[R以(Nak){rRi/:in(Nr )-ak- 1 Rほ~1.m+1(Nr)} 一

-Rぽhm(Nr){αkRi/:}_I.m(Nak)-ak-1R段いI(Nak)}]/{R以(NakW，

ω弘(Nr)二 N[R以(Nak){rR以(Nr)-ak-1 Ri/:}_I.m-1( Nr)} 

-R民l.m(Nr){ akR出l.m(Nak)-ak-1Rほら-1(Nak)}]/{Rほら(NakW，

mヂ(Nr)=[μVr)Kj(Nak-1) -( -1)川 Ij(NakーI)Ki(Nr)，
よK は第 1種および第2種の変形Bessel関数

gi/:l(か43す{(云~r←(そ!_r} ，
成 (r)二J3す(諸手rr(式r+1一号!_(与)ト1}
+先了h32cqz{者出了a"r:'I+友会百(α…一円刊叶叫)}]， ， 

f胤淵泌似(か訴3す{作τ?土(伝云式干~rグ~)m+1γγ
問料叩

h
十叶~l斗十諸三苛I訂了(件今与L午!_)m-l
γη件叩ト1-1

十叩r戸問 1[牌f浮併芦拶2叫42当35与2可可Z{4(疋詐訂山(かα2m十2_b2m+2)+石全百(a2
1
1
1
1
1
1
2
J
 

、‘，
.
t
p
a
E
E
J

、t，J
。LL
U
 

fl(z)=1f 

(k) f p. _. ¥ _ sinh fi(C-Z)十(-1 )ksinh fiZ φ(kl(fiZ)= 
h fiC-( -l)k 

(k)f p. _ ¥ _ Cosh f;{c-z)一(-l)kcoshfiZ Q(k1(fiZ)一 h fiC一(-l)k 

(k) f p. _¥_  p. zcosh fi(C-Z)+( -l)k(c-z)cosh fiZ ψ(kl(fiZ) 二 fi~
osh fiC-( -l)k 

(74) 



473 有限円筒の3次元応力問題について

inh ti(C-Z)一(-l)k(c-z)sinh tiZ p(的(tiZ)ヰ iE11一三一一
cosh tiC -( -l)k 

5.境界条件および適合条件

式似)~(25)中の未知定数のうち ， Amn， Bmnについては，これらが円筒の外面および内面の変位

これは境界の状態に無関係に成を表わすものであるから次の条件を満足しなければならない。

(26) 

立しなければならない。すなわち

A 附附γ
し n~日=斗1 ~ (j=l，ロω，2) 2幻) 1 ~ ，2∞!  

Bmzr )r~aj=てBmoj+一ご 2;. Bm町 cosNzI 
し G n~l I 

7 

上式の左辺は式(22)および(23)で与えられる。

次に境界条件であるが，今図-2に示すよう

外力の作用を円筒の z=c/2に対して対称

変形を生じきせるものと逆対称変形を生じさせ

るものとに分けて考えるものとすれば

a) Z= c/2に対して対称変形をなすとき

L -i十ト

下
(27) 

i) Z二 Oおよび、Z二 cにおいて

σ'z)z~o= σz)z二C-ρl(r，θ) 

τzo)z~o= ーらθ )z~C 二 q ，(r，8)， 

C 

τzr)z二 Oこ らc=qZ(r，θ)

(28) .・.Dn:川ニEmil二 γmil== O mil ==・・…-ニO

γmi2 = ~ !a
b 

!02π(付 inm8十Q2cosm8)

(29) 

OmiZ土;L12X(のsinm8+山cosm8)
. rHm+1Uir)dr d8 

|逆対称
変形

称
形

対
坊主
よ'z..

(30) . rHm-l(tirdr) d8， 

r=bにおいて)
 
--

(31) 

変形の状態の区分図-2σγ)γニ b-ρz(8，z)，

βmnlニLYh(O，z)CMθco山 d8dz，
(75) 
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ひω川叫θけル)ルγr=b-

τUγ問.z)γ作=b=q4バ(8，z)入， (β33ω ) 

iii) rご αにおいて

川ニαサ 3(8，z)， βmnz=L1ch(O，z)CO叫郎防必仇 倒

川 =a=q5(8，z) αM=L1cq5(O，z)siMcosNZ倣， β

てγz)γニ G二 q6(θ，z)， (36) 

ただし ρ1~ P3， q1 ~q6 は各面に作用する直応力および、せん断応力である。

b) z= c/2に対して逆対称変形をなすとき

i) zニ Oおよびz=cにおいて

σ.z )Z=O二 σ.Z)Z=C=ρ1(r，8) (37) 

τzo)z=o二 τz)z=c=q1(r，B)，τzr)zニoニ τzr )z=c二 q2(r，B) 

:. Dmi2 = Emi2 = γmi2 == O mi2 ==…・・・二 O (38) 

γmzI=HbfほIsinm8+μosm8)rHm+1(か )drd8 (39) 

Omi1二試γ(一仇si叫 +φcosm8)rH m-1 (作)drdθ (40) 

ii) r:=bおよび r=αにおいて

この場は外力の分布形状がα)の場合と異なることを考慮すれは、条件としては α)の場合と

全く同様で、ある。

また D， E， γ， Ò の聞には式 (19) の関係が存在する。式 (28)~ (32)， (34)， (35)によ， γ，

O，α，βは定まり，残りのA，B，C，E，防7は式 (26)，(27)， (33)， (36)から求めることとな

る。

6.数値解析例

以上の理論により，図 3のような外力が作用した場合の計算例を示す。この場合5で述べ

た境界条件において

ρ1( r，θ)=ρ2(8，z)= 0 

で，せん断外力 qは全て Oである。従って勾 a， y， oは全て Oであり Bmn1 = 0， D mil = E mil = 

0， D mi2 = -E mi2となる。また ρ3(e， z)は円周方向には等分布する軸対称内圧を考えるも

のとし，軸方向に図に示すような部分分布外力とすれば

(76) 
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Cl -Co <Z  < Cl + CO， 
C-CI-CO<Z<C-Cl十Co

Z<CI-CO， Cl +CO<Z<C-CI-CO， 
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となる。式 (34)から

smnイ;πij:::boco山針f:::pomM伸。
=官{1 +(ーパん叫clsInNco，(form二 o)同

c

ー
ー
」
斗

他の未知定数は前述のように式伽，)， (:幻)， (33)，例)から求めるこ

詳しい式はここでは省略する。とになるが，

まず初めに柴原らの結果と比較するためポアソン比 νニ 0.3

b / a = 4.0， C / a = 8. 0の円筒で軸対称外力が円筒内面中央部

この計算に用いた級数項はに作用する場合の解析を行なった。

Iは 15項， nについては偶数項のみ 15項である。結果を図 4 

に示す。図 4 (a)(b)とも実線は著者らの計算結果を示し，点線

は柴原らの結果を示している。 (a)はめを比較したものであるが

悼十 b両者はかなり一致している。 (b)はのを示したものであるが両者

の聞にはかなりの差がみられる。特に r=aにおいてその差は

荷重状態

¥)=0.3 
co/a=0.4 
cl/a=3.6 
80=π/2 

図-3

r/a=l.O 

著しい。すなわち著者らの結果では z/ a = 4でσ.z/ρoキ0.4か
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柴原らの結果との比較
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ら， zが中央から離れるに従い増加し z/a=3.2十εでの/ρ。三子0.6となり，この点て、大きな不連

続性を示し， z / aニ 3.2 ε(εはごく小さな値)での/ρ。今一0.4となり zの減少に従いのも O

に近づいている。これに対し柴原らの結果は傾向として著者らの値に一致するものの数値的に

はかなり異なる。特z/a=3.2で示す不連続値が0.8PO位て、小さな値となっている。著者らの

理論によれば，境界条件式において， n→∞としたとき，未知定数に含まれる荷重項の影響は，

それぞれについて最低次のもののみを示せば

Amnl 三と Bmnl~Cmnl;芯 O 

u+A n JLmn2=Bmn?;と ー竺一一~R叩ー
山一 叫山 4μλN μ TTln~ ， Cmn2~ nl  1 " R ~ 川市nZ~京五干万ρmnZ

となる。これからのに及ぼす荷重項の影響を検討すれば

ω円二容βmnzcosNz+σz red二ん(θ，z)+σz.red

と表わせる。従つてのは z/aニ3.2において外力と同様の不連続性を示さなければならず，柴

原らの結果は問題がある。このようなことはのにも起り，著者らの理論ではのは z/a=3.2の

不連続最は λ/(μ+λ)であるが柴原らの値はやはり小さな値となっている。以上の理由また後の

例で示すように無限円筒としての値との比較などから著者らの理論は妥当なものと思う。

次にポアソン比 ν=0 . 25， b / a = 4 . 0， C / aニ8.0として外力を円筒内面の中央部および両端

1.0 

0.8 

0.4 

一←一一，;， 一一一一一，;，

図--5 σγのz方向の分布 (Cl/a=3.6) 図-7 ののz方向の分布 (Cl/a=36)

。。

0.1 

3.0 

一←一一一，/0 -←一一一z/a

図--6 σ。の z方向の分布 (C1/ a =3 6) 図-8 τ問の z方向の分布(Cl/aニ 36) 
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一一一一一一ー_z/a 

図-9 σTのz方向の分布 (C1/a=0.4)

，;， 

図-11 σzのz方向の分布 (C1/a=0.4)
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。-0.4
~ 
¥ 
e 
b 

一1.2
0.0 1.0 2.0 主百

一一一一一，;，

図ー10 σ。の z方向の分布 (C1/ aニ0.4)

0.0 1.0 2.0 

，;， 

¥)=0.25 

c ~ / a= 0 . 4 

cl/a=O.4 

図-12 τTZのz方向の分布 (C1/a=04)
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4.0 

部に作用させた場合の計算を行なって得た結果を図 5 -12に示す。これらの計算では級数項

は lニ 30，nは偶数項のみ 30項まで集めた。外力を中央部分に作用きせた場合の結果に対して

は，無限円筒の内面に同様の外力が作用した場合の結果も合せて点線で示した(図-5-8)。

図 5はめの分布を示したものであるが無限円筒と比較したとき z/ a = 0付近では当然多少

異なるものの他の部分ではかなりよく一致している。 σθ，のの分布を図 6，7に示しているが，

これらの応力は無限円筒と比べれは、全体としてわずかに異なり特に z/ a =.0ではかなり異な

る。しかし分布の傾向としては両者同様である o Trzは図 8に示しであるが，有限円筒の値と

無限円筒の値はほとんど一致している。 σ円 Trzは円筒外面における条件が有限円筒も無限円筒

も同様であるため従って全体としても一致してくるが， σθ，σzは Z士 Oおよびz=cの影響が大

きく有限円筒と無限円筒は一致はしない。しかし外力の作用巾に比較して有限円筒の長さが長

いためそれほど大きな違いはない。このことからも著者らの理論の正当性が明らかである。

図-9-12は両端部に外力を作用させた場合である。この結果，外力の作用位置を中心に考

えれば，め(図 9 )， τrz (図 12)は中央部分に外力を作用させた場合と比較して，各断面と

も多少小さな値となっているが傾向は非常によく似ている。 σ。(図 10)は内面において z=O

で-1.085んと作用外力とは逆符号の大きな値となり zの増加に従って急激に減少し z/aニ

0.8十Eで再び大きな値を示している。のの分布は図 11に示したがこれも中央に外力を作用さ

(79) 
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せた場合とかなり異なった分布をしている この場合z=OでのこOであるから r二 aでは

Zの増加とともにのも増加し z/a=0.8-cでの今0.4んとなり， z/a二 0.8十Eでの今 0.6 

ρ。となっている。こののの分布は，円孔を有する半無限体の円孔面上端部に軸対称内圧が作用

するときののの分布に非常に良く似ている。

7.むすび

有限円筒の非軸対称3次元応力問題の一般解を有限Fourier-Hankel変換を用いて求め，任意

の境界条件に適用可能な形に一部修正した解を示した。この解は積分変換による解の特徴とし

て，積分定数が各境界の変位や応力の積分変換値で与えられ，境界条件の取扱いが容易になる。

数値解析は，軸対称内圧が作用した場合について行ない，円筒中央部に内圧が作用したもの

については，無限円筒としてえられる値や，思Ijな方法で解析している柴原らの結果と比較検討

を行なった。なお本計算は北海道大学大型計算機センターの FACOM-M-230-75で行なったも

のである。

終りに本論文は，桶回謙一氏の室蘭工業大学卒業論文に依るところが多い。また本論文の作

成にあたり，本研究室の教務職員田中功氏並ぴに技術員渡部良和氏の御助力を得た。記して深

く感謝の意を表します。
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