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軸対称鈍頭物体を過ぎる微粒子を含む気体の

超音速流に対する一数値解析法

杉山 弘

A Numerical Method for Gas-Particle Supersonic 

Flow past Axisymmetric Blunt Bodies 

Hiromu Sugiyama 

Abstract 

A numerical method (inverse method) was develop巴dfor gas-particl巴 supersonicflow 

past axisymmetric blunt bodies. This method is based on two transformations (von Mises 

and an additional one)， which are convenient for determining the shock layer flow fields 

and the body shapes. 

In using the present method， the pure gas flow field around a sphere was first solved 

numerically for the freestream Mach number M∞= 2. O. This was found to be in very good 

agreement with the result of Van Dyke and Gordon. Then the gas-solid particle flow in the 

shock layer around blunt bodies (nearly spheres) was solved for the freestream Mach 

number M∞=2.0， with particle diameter d，ρ=2μm and freestream loading ratios aニ0，O. 2， 

O. 5 and 1. 0， respectively. The eff巴ctof freestream loading ratio on the shock stand-off 

distance， the body surface pressur巴andthe flow quantities along the stagnation streamlin巴

is shown. 

1. まえがき

微粒子(固体粒子あるいは液滴)を含む高速気流の研究は，例えば，固体推薬を用いたロケ

ット・ノズル内の流れ，鉱道内の衝撃波伝ぱ，微粒子を含む大気中を飛行する物体まわりの流

れの問題等と関連し，近年多く研究されている 1)2)。 乙のような混相流においては，気体の流

れは，気体と粒子の聞に生じる抗力と熱伝達による干渉の結果，微粒子を含まないいわゆる純

粋気体の場合の流れとは様相がかなり異なってくる。

本研究では，鈍頭物体を過ぎる微粒子を含む超音速気流を取扱うが，乙れに関連する研究と

しては Chang3)の研究がある。彼は，大気(エアロゾル)中を飛行する放物体まわりの流れ(飛

(15) 
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行マッハ数M∞=104)を調べ，衝撃層内の流れに及ぼす一様流の loadingra tio (粒子相の質

量流量/気相の質量流量)の影響を初めて明らかにした。

さて，著者は，以前l乙，微粒子を含まない純粋気体の超音速流中に置かれた物体まわりの流

れに対する数値解析法を展開した 4151。 乙の方法は，予め衝撃波の形状を与え，その背後の流

れと物体形状を求める逆解法 (inversemethod)である。本報告では，この方法を，微粒子を

含む超音速気流の場合l乙拡張した結果について述べる。また，具体的な数値計算例も示される。

2. 基礎方程式

衝撃層内の微粒子を含む気体の運動を定式化するために，次の仮定がなされる 61。

(1)粒子の占める体積は非常に小さいので，個々の粒子聞の衝突は無視される。

( 2 )気体と粒子の聞の干渉は，気体と粒子の間の抗力と両相聞の熱伝達のみである。

( 3 )粒子は，一様な大きさの球である。

( 4 )粒子の数は非常に大きいので，粒子相は連続体として取扱われる。

本報告では，諸量の上の符号 C)は有次元量を，この符号のない場合には，無次元量を意

味するとする。 U，Uは X，r方向の速度成分(図 1)， ρ， T， Pは気体の密度，温度，圧力を，

Up， l争， ρρ，Tpは対応する粒子相の値をそれぞれ意味する。粒子相の密度内は， ρpニん/ん=汚.m/ん

である。乙乙l乙克は単位体積当りの粒子数，市は粒子l個の質量である。すべての長さは衝撃

波の先端の曲率半径 Rsで，速度は一様流の速度 U∞で，密度は一様流中の気体の密度んで，

圧力はんu-;， で，温度は u-;，/epで無次元化される。乙こに， らは気体の定圧比熱である。
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上述の仮定の下では，微粒子を含む気体の定常，軸対称、流l乙対する基礎方程式は次のように

なる 3161。気相に対しては，

連続の式:去か(ケf叩例ρ仰uω)+まか(ケf叩刷ρ

θuθuθp  
運動量の式:ρu一 +ρuーニ一一+んθxθr ax ~ p 

(2.1 ) 

(2.2) 
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(2.3 ) 

θTθTθp θρ 
エネルギの式・ ρUCp--a;; +ρvCpa;-u ax -v ar =仏+(的 u)Fpx+ (vp-v)Fpr 

(2.4) 

状態方程式 p=与iρT (2.5) 

粒子相に対しては，

連続の式:去(rppup)+ま(川)二O (2.6 ) 

運動量の式 的 37+ρρ均等主士 Fμ (2.7) 

的争+ρρvp争=-Fpr 
ax ar 

(2.8) 

hθTh θTh 
エネルギの式 ρ内 Cs-zJ+ρ内 Cs-arY=-Qp (2.9) 

こ乙l乙，Csは粒子物質の比熱である。 Fμ，Fprは， 粒子による単位体積の気体l乙作用する力

(抗力)の X，r方向成分である。 Qpは，粒子から気体に伝達される熱量である。式(2. 4) 

より，気体(相)の温度Tは，両相聞の熱交換と粒子が気体中を通過する際lと気体になす仕事

により変化することが分る。また，式(2. 9 )より，粒子の温度 Tρ は両相聞の熱伝達のみ

によって変化することが分る。

式 (2.2)と(2. 3 )より，

「 θlθliu2 十 v2lθpθρ 円~
ρlu-;:，ー十 U一一 11一一一一-， 1 = - u-;::--v一一+Ui' Tx十 i'p LθzθrJ L 2 Jθzθr I _.- 1-'''''' -- y 

(2. 10) 

同様に，式(2. 7 )と(2. 8 )より，

ρρ[仕+Vp :rJ[宅引二 upFpx叫ん (2. 11) 

この式より，粒子の運動エネルギは，抗力による仕事によってのみ変わることが分る。

前述の抗力 Fpx，Fprは次式

(17) 
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(2. 12) 

Fpr二件(πdt)CDρW(均一v) (2. 13) 

によって与えられる。乙乙に，Wは気体と粒子の聞の相対速度で，W ニ [(U-Up)2+ (v-Vp)2戸

であるo nは単位体積中に含まれる粒子数で，dpは粒子の直径で，CD は抗力係数である。現

在のところ，微粒子を含む気流中の抗力係数はよく分っていないがl)，乙こでは次式71

CD = 0.48 + 28/ Re 0.85 (2. 14) 

のように仮定しよう。ここに，Reは Wとのに基ずいたレイノ jレズ数，すなわちRe=p'W.{tp/i1

である。

気体と粒子の聞の熱伝達は，次式81

Qp=nNU7Cdpk(Tp- T) (2.15) 

で与えられる。ここに，Prはプラントル数で:あり，Pr=βep/kであるo kは気体の熱伝導

係数である。 Nuはヌセルト数で，乙れは次式のように与えた。

Nuニ 2.0+O. 6Pr3Re2 (2.16) 

気体の粘性係数は，本解析では，次式

ド L71 X 10-4 x [会JO.77 pOlse (2.17) 

で与えた。

3. 流線関数座標系 (1JI"， Y)での運動方程式

まず，気相および粒子相lζ対する流れ関数 1JI"(X，r)および 1JI"p(x， r)，すなわち
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(3. 1 a， b) 

(3. 2 a， b) 

を導入しよう。これらは，連続の式(2.1 )と(2. 6 )を自動的に満す。次lζ，von Mises変

換を適用し円円筒座標系 (X，r)での流れの基礎方程式を流れ関数座標系 (1JI"， y)でのそれに

変換しよう。ここに，Y=rである。すると，変換演算子は

δ... o 一一-
OX一玄 Xf)曹

(3. 3) 

θ3θ  
--一一+11アグ一一
θrθY -， θ1JI" 

(3. 4) 

。θθ
UOX十 USF=uθY

(3. 5) 

(18) 
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となる 4)5)。逆変換を行うと，

B B θzθ 
一一一ー+一一
θY Br θYBx 

θ Bx B 

θ1JI θVθx 

が得られる。式(3. 5)と(3. 6 )，および式(3. 3 )と(3. 7)を比較すると，

θx U 
θY v 

θx 1 

θ1JI rρU 

(j'f'J 

(3. 6) 

(3. 7) 

(3. 8) 

(3. 9) 

が得られる。式(3. 3 )一(3. 5 )を用いると，

なる。気相l乙対しては，

基礎方程式(2. 1) - (2. 9 )は次のように

θuθuθv vθρ 
1JI.一一+1JIグ一一+一一+一一一+一=0
Aθ1JI ~， θVθYρθY Y 

βuθp  
ρu二一=-1JI一一十 Fp。Y I X B1JI ' L p 

θuθρθρ  
ρu一一=-=:_ -1JI， .::ー十Fp
θYθY I rθ1JI ~ y 

θTθρ  
ρvc p sY -v aY = Q p十 (Uρ u)Fμ+(り v)Fpr

p=工ι土ρT
r 

粒子相に対しては，

vz i?安十炉設+土{up1JIx十UρV7}32+23?+十o
ρρ(up1Jlx + vp1Jlr)坐旦+ρρUPE空し-F

θ1JI θY 

ρρ(Up1Jlx+V此)金主+ρ山金主=-Fp
p ， v.p~ .Ao "'p θ1JI ，-p-y BY ~ y 

BTム BTム
ρρ(Up1Jlx十vp1Jl九万ず+ρ内勺ず=-Qp 

が得られる。

4. 規格化された流線関数座標系 (c，可)での運動方程式

(3. 10) 

(3. 11) 

(3. 12) 

(3. 13) 

(3. 14) 

(3. 15) 

(3. 16) 

(3. 17) 

(3. 18) 

衝撃層内の微粒子を含む気体の流れを逆解法 (inversemethod)，すなわち衝撃波の形状を予

め与え，その背後の流れと物体形状を求める方法で解析しよう。

衝撃波前方の一様流における両相の流れ関数を，

(19) 
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V=zf.Vの=ど
2" -Y 2 

(4. 1)， (4. 2) 

と選ぼう。衝撃層内の流れの解析を容易にするために，独立変数を次のように

汐
一
戸一

円
a

M
I

一γ
一一
E
ら (4. 3)， (4. 4) 

と選ぶ。すると，この座標系(乙可)では，衝撃波面と物体表面は，それぞれ可=1.0と01乙

対応する。変換演算子は，式 (4.3)と (4.4)より

l__i_=~_!l~ 
YθYθ， ，θ可
。1o 

(4. 5) 

o1J! ， oη (4. 6) 

となる。純粋気体の場合の解析41にならって，従属変数を V，りから V，Vp，すなわち

V=~ ， VP=~旦Y' .， Y 
(4. 7)， (4. 8) 

lζ変換しよう。すると，支配方程式(3. 10) - (3. 18 )は次のようになる。気相に対しては，

θuθzθVη3ρ ごflθV 1θρ) ， 1 
:'" -2，一一ー+一τ一=~~一一+'::':"~~+ー
θ可 θごθ可 ρ"o可 ρlVθご ρθCJ ρ

θuθpθu Fμ 
可一一+一一=，一一 一一一。ηθ可 θc 2ρV 
θVθzθρ oV， 1 op， V F tr 1 
守一一一一一一一=，一一+一一一一一+一一一戸長一一一
θ可 θ'o可 O，2ρVO， 2 .J2，2ρV 

ηcρ ôT ←互 ôp= ω~~_ ，l~~_皇乙 uþ二!!..Fρz-hニZFb
θηρθ可 yθfρθご 2ρV 2ρV -Y' 2ρV -l' 

1θρ1θρ1 oT ハ

po可 ρθ可 Tθマ v

(4. 9) 

(4. 10) 

(4. 11) 

(4. 12) 

(4. 13) 

粒子相に対しては，

OUt θx 2V t ， 1 ( ~"" on oρt f (1 oVゐ Vt1 oρt)， 1 Vゐ
二二L_2，ーニム.1:.+-=-i uT - 2，Vþードユニ ~i 一一:..L+..:.......1:..ーぷニ~}+ー」
θ可 θごθ可 ρρl"1' -.  . l'θcJθηρlVθf Vρt oc ) ρV  

(4. 14) 

f θX)会山 OhV 河川 口
ρパup25V-}」 =r牛之 UUp+!.2.王l._up w<"vpθefθ可 ρVθご 2ρV

( . nm  OX i oVρρρVpoVp ρpVρVp ， Fpr 1 
ρp ~ Up --2，V tートーーニ 5LLi--十一一一+/で一-
JI l ~'J! -..， . J:IθCJo甲 ρV o，ρV 2 、2，2ρV
ρρ{Uρ-2，Vρ生 ~Cs笠P. =f企~pCs笠P.+乏L
Y l"'J! -.，. . Yθ，)θ可 ρVθ，2ρV 

(4. 15) 

(4. 16) 

(4. 17) 

(20) 
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また，式(3. 9 )は

θX 1 

θ可 2ρV

となる。なお，上述の方程式系を導く際，次の関係式

宅=-2pV
φrY -y27} 
ー一一一一→ニ 2(ρu一司jニ 4ρVξ一ー。E

が使用された。

(4. 18) 

(4. 19) 

(4. 20) 

以上で最終的に解くべき方程式は整った。すなわち，未知数 X，U，v， ρ，T，ρ，Uρ，Vp，ρρ および

Tpの10個に対し，解くべき方程式は，式 (4.9)一(4. 18 )の10式である。

5. 初期条件

衝撃波直後の流れの諸量は，気体lζ対しては，通常の跳びの条件 (Rankine-Hugoniotの関

係式)，粒子に対しては，凍結の条件，すなわち，衝撃波直後の粒子相の諸量は，衝撃波直前

のそれと等しいとする条件，より求まるとする。

衝撃波の形状を

x=S(r) 

とすると，衝撃波直後の諸量は，気体に対しては，

1ε 打 1一εSr 1 
U=l一一一一一 V二一一一一一- n=-

N2" N2 r fJ ε 

1 1一ε r P 
p=ーーでキ一一?‘ T=一一一一
τMf.， N<'" r-1ρ 

となり，粒子に対しては，

Uρ=1， Vp=O， ρρ=q; 

庁、 r 1 
一一-
p r-1 M~ 

となる。ここに，

r -1 2 N2 η A  
o=一一一ー+ーーーー一一一 N辺=1十 Sr<r + 1 r十 1Mf.， 

(21) 

(5. 1) 

(5. 2) 

(5. 3) 
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であり，T， M∞，およびαは，気体の比熱比，凍結音速に基ずいた一様流のマッハ数(凍結マ

ッハ数)，および一様流の loadingratioである。

なお，衝撃波前方の平衡流れにおける微粒子を含む気体の比熱比 Teと平衡マッハ数 Meは

(5.4)， (5.5) 

となる。乙乙lζ，バは両相の比熱の比，s=Cs/Cvである。

6. 数値計算法

前述の支配方程式(4. 9 )一(4. 18 )は，衝撃波直後何=1.0)の点から，物体表面(可ニ0)

上まで，積分進行法 (forwardintegration method) 10)によって数値的に解かれる。

数値計算の手順は次のようになる。

1. 式(5. 2 ) ， (5. 3 )を使って，可=1面で初期値 j<閉}を計算する。乙乙に，j<m)は任

意の流れの諸量である。

2. 数値微分によって，j<隅}のごに関する微分 fγ}を計算する(乙こでは， Lagrange 

の5点微分公式が使われた)。

3. 支配方程式(4. 9) - (4. 18 )から j<m)の可 l乙関する微分 fγ}を計算する。

4. 可の次の小さな値(可 dη)における j<間十1) を次式

j<間 +1)ニj<m)-L1r; ・ j~問} (6. 1) 

より計算する。

5. ステップ2と同様に jim+1)を計算する。
6. ステップ3と同様に fγ+1) を計算する。

7. んの平均値を使って j<附 1) を次式

j<m+1)ニ j<m)_今{f~m) + j~m+1}} (6. 2) 

より再び計算する。

8. 可の次の小さな値l乙対し，ステップ2から 7を繰り返す。乙の操作を可=0まで行う。

きざみ巾として，L1C=0む005，0.01， L1可=0，1，0.2が採られた。数値計算は， トロン卜大学航

空宇宙研究所 (UTIAS)の電子計算機 IBM1130を使用して行われた。

(22) 
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7. 数値計算例

7.1 純粋気体の場合

本数値計算結果の妥当性を調べるために，最初に，微粒子を含まない，いわゆる純粋気体の

超音速流中に置かれた鈍頭物体(球)まわりの流れが解かれた。

滑らかな鈍頭物体前方の高撃波形状は，次式

r2=2R;x-B;X2 (7. la) 

すなわち

r2=2x-Bsx2 (7. 1 b) 

によって記述されよう 101。ここに，Rsは衝撃波先端の曲率半径で，Bs は bluntnessで，

r=r/ Rs， x=x/ Rsである。

与えられた衝撃波形状 (7.1)に対応する物体形状は，次式

r2=2Rb (x-L1)-Bb (x-L1) 2 (7. 2a) 

すなわち

r2=2Rb (x-L1)-Bb (x-L1) 2 (7. 2b) 

によって記述されよう 10111)。乙乙に，Rb=ん/Rsは物体の無次元曲率半径で，Bbは物体の

bluntnessで，L1=L1/Rsは無次元衝撃波

離脱距離である。

図2fe，一様流マッハ数 M∞=2の場

合の，仮定された衝撃波形状 (Bs=ー0.06)

と計算で求まった物体形状(球)，音速線

および流線を示す。比較のために， Van 

Dyke-Gordon 101の数値計算結果も示され

る。本計算で求まった物体形状および音

速線は， Van Dyke-Gordonのそれとよ

く一致する。

物体(球)表面上の圧力分布を図 4

(αニ Oの場合)f乙示す。本計算結果は，

よどみ点近くの領域では VanDyke-

Gordonのそれとよく一致するが，物体

上の音速点の近くでは VanDyke-Gordon 

の結果と少しずれてくる傾向を示す。

r 

0.6 

0.4 

。 0.2 

。

Calculated 
body shape 
(sphere) 

0.4 
X 

図2 球のまわりの衝撃波，音速線および流線
(純粋気体の場合，M∞ニ2，r=1.4)

(23) 
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7.2 微粒子を含む気体の場合

微粒子を含む気体として，ガラス球(ん=2.5g/cm3)を含む空気 (r=1.4，ガス定数R=287

m2/s2K)が選ばれた。衝撃波形状は，微粒子を含む場合払式(7. 1 )で与えられると仮定し

た。具体的に数値計算は，次のような条件，

衝撃波前方の気体の温度:T，田 =300K 

衝撃波前方の気体の圧力 :p，∞=101.3kPa 
一様流のマツノ、数 :M∞=2

基準長さ(衝撃波先端の曲率半径): R.=1 cm 

粒子の直径:dp=2μm  

粒子の比熱:Cs=C. (C.は気体の定積比熱)

一様流における loadingratio :α=0， 0.2， 0.5， 1.0で行われた。

図3Iζ，仮定された衝撃波形状 (Bs=一0.06)と計算で求まった物体形状を示す。衝撃波離

脱距離は，一様流の loadingratio aとともに減小する乙とが分る。

図4IC:，図3Iζ示す物体の表面圧力 Pbを示す。 Pbはαとともに増大する。

図5I乙，岐点、流線l乙沿う気体の速度 uと温度 Tおよび粒子の速度仰と温度 Tpの変化を示

す。図から分るように，気体の速度は物体上でゼロとなっているが，粒子の速度は有限である。

すなわち，粒子は有限の速度で物体に衝突していることが分る。両相の速度および温度は等し

くない。すなわち，本衝撃層内の流れは速度，温度に関し，非平衡状態にある乙とが分る。

0.6 

r 

0.4 

0.2 

。

Assurned 
shock 
wave 

0.2 0.4 
x 

図3 仮定された衝撃波形状と
計算で求まった物体形状

o Van Dyke-Gordon('O) 

1.4 

Pb 

0.6 k 
x 

。
0.2 
o 0.2 0.4 

図4 物体表面の圧力分布Pb
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1.5 0.6 

---Part工c1estream1in巴

。 0.1 0.2 
x 

図5 岐点、流線K沿う気体および、
。 0.2 0.4 

X 

粒子の速度と温度の変化 図6 衝撃層内の気体および粒子の流線

図6Iζ，衝撃層内の気体と粒子の流線を示す。粒子は，衝撃波直後では直進するが，物体lと

近ずくにつれて転向し，衝撃角 o(図6IC示す)で物体に衝突することが分る。

8. ま と め

軸対称、物体を過ぎる微粒子を含む気体の超音速流に対するー数値解析法(逆解法)が展開さ

れた。この解析法の特徴は，衝撃層内の解析に便利な流線開数座標系と規格化された流線関数

座標系を採用している点にある。

続いて，本解析法を用いて，一様流マッハ数 M∞=2の純粋気体の超音速流中l乙置かれた球

まわりの流れが解かれた。この結果は， Van Dyke-Gordon 10)の計算結果とよく一致する乙と

が示された。次lと，鈍頭物体(球l乙近し、)まわりの固体微粒子(ガラス球)を含む空気の流れ

が，一様流マッハ数 M∞=2，粒子径 dp=2μmの場合l乙対して解かれた。その結果，衝撃波離

脱距離，物体表面圧力分布および岐点流線lζ沿う流れの諸量に及ぼす一様流のloadingra tioα 

の影響が明らかにされた。

本研究の一部は，著者が文部省在外研究員として， トロント大学航空宇宙研究所 (UTIAS)

に滞在している間(昭和田年9月~昭和57年8月)になされたものである。本研究を進める

に当り，有益な示唆を与えられた，また本研究結果に対し熱心に議論していただいた UTIAS

(25) 
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のI.I. Glass教授に深く謝意を表します。また，在外研究員の機会を与えて下さった関係者各

位，いろいろ支援していただいた本学の教職員の皆様および機械系学科の皆様に謝意を表しま

す 。(昭和58年5月19日受理)
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