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第1章 序論

1.1 背景

近年，ブロードバンドサービスの普及，スマートフォンの台頭，データのリッチ化や高度化に
伴い，インターネットの総通信量が増加傾向にある．光通信システムのさらなる高速・大容量化
を達成するため，光通信システムの最も基本的な要素である光導波路デバイスの小型化，低損失
化，低コスト化が要求されている．計算機の計算処理能力の向上や電磁界シミュレーション技術
の発展によって，近年は光導波路デバイスの設計に数値シミュレーションが積極的に導入されて
おり，開発コストの低減に大きく貢献している．
従来，様々な光導波路デバイスは，設計者の電磁気現象に関する深い理解や，これまでに提案

されてきた動作原理の知識等に基づいて設計が行われてきた．しかし，計算機の高性能化に伴い，
そのような設計者の知識や経験をほとんど要しない，数値シミュレーションを活用した数理的な
手法に基づく最適設計手法の利用が広まりつつある．構造の最適化手法は図 1.1に示すように，寸
法最適化，形状最適化，トポロジー最適化の 3つに大別可能である．寸法最適化や形状最適化で
は，設計者が特定の構造を指定し，その構造を基礎として構造の寸法・形状最適化を行う．形状最
適化は寸法最適化より設計自由度は高いが，構造のトポロジーを変化させることはできない．ト
ポロジー最適化は指定した設計領域内の材料分布そのものを最適化できるため，場合によっては，
特別な初期材料分布を与えなくても自動的に最適な構造を発現させることが可能である．先に挙
げた 3つの最適化手法の中で，トポロジー最適化は最も設計自由度が高い最適化手法であり，そ
れゆえデバイスの大幅な性能改善，および新たな動作原理を持つデバイスの創生の可能性を秘め
ている．トポロジー最適化法は構造力学分野での発展ののち，その応用は熱，音響，電磁波へと
様々な分野に展開されている [1][2]．光導波路デバイスに関しては，その適用例は 2004年のフォ
トニック結晶導波路における 90度曲がりの設計例 [3]をはじめとして，主にフォトニック結晶導波

図 1.1: 構造最適化の分類
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路デバイスが数多く報告されており，60度，90度，120度曲がり [4][5][7][11]，Y分岐 [6]，T字導
波路 [8]，スローライト [12][14][17]，波長分離器 [19][21]，モード次数変換器 [20]が作製例も含め
て報告されている．フォトニック結晶導波路デバイスの他にも，平面光波回路 (Planner Lightwave
Circuit, PLC)デバイスやシリコン細線導波路デバイス等にも応用されており，Y分岐 [9]，T字導
波路 [10]，90度曲がり [10][13]，90度交差導波路 [15]，パワー 3分岐 [16]，3波長分離器 [18]と，
多岐にわたり設計例が報告されている．また，トポロジー最適化と銘打たれてはいないが，トポロ
ジーの変化が生じる自由度の高い設計手法として Objective first法 [23][22]が提案されており，シ
リコン細線導波路デバイスの設計・作製を通して小型で高性能なデバイスの実現可能性が示され
ている．
トポロジー最適化では，設計領域内部の材料分布を何らかの設計変数を用いて表現し，数値解析

を繰り返しながら所望の特性を最大化あるいは最小化するような設計変数の組を探索する．そのた
めトポロジー最適化では，数値解析による反復計算が計算時間の大半を占める．従来の光導波路デ
バイスのトポロジー最適化において，文献 [5]～[18]では数値解析手法に有限要素法 (Finite Element
Method， FEM)，文献 [19]～[21]では時間領域有限差分法 (Finite Difference Time Domain Method，
FDTD法)，文献 [23]では周波数領域有限差分法 (Finite Difference Frequency Domain Method, FDFD
法)が利用されている．ところで，PLCデバイス等，長手方向に数 mm程度となるような長いデ
バイスを解析する場合に対しては，ビーム伝搬法 (Beam Propagation Method， BPM)[24]～ [33]
が効率的な数値解析手法として幅広く利用されている．BPMは高速フーリエ変換 (Fast Fourier
Transformation，FFT)に基づく FFT-BPM[24]を初めとして，横方向を有限差分法 (Finite Difference
Method，FDM)により離散化する FD-BPM[25]～ [31]や，有限要素法を用いる FE-BPM[32]，[33]
などの各種 BPMが開発されている．BPMは光の伝搬方向に沿って逐次的に電磁界分布を算出す
る数値解析手法であり，伝搬方向に緩慢変化する電磁界を未知変数とするため，後方散乱波を考
慮することはできないが FEMや FDTD法と比較して伝搬方向の離散点数を大幅に低減できる特
徴を持つ．周波数領域の解析手法である BPMを時間領域手法に拡張した，時間領域 BPM(Time
Domain BPM, TD-BPM)も既に提案されている [34]～[38]．この手法は後方散乱波が考慮可能であ
り，2次元問題において FDTD法よりも計算時間が短縮可能なことが報告されている [38]．BPM
を解析手法として用いたトポロジー最適設計例はこれまで報告されておらず，これが実現できれ
ばトポロジー最適化の計算コストが低減可能となり，トポロジー最適化の PLCデバイスへの適用
や，FEMや FDTD法では計算コスト上困難な設計問題への応用が期待できる．

BPMの原理に基づいた自由度の高い最適設計手法として波面整合法 [39]～ [43]が既に提案され
ており，PLCデバイスの低損失化に大きく貢献している．波面整合法では，デバイスの出力界分
布および位相が所望のものとなるように，BPMの反復計算過程を経て設計領域内の屈折率分布が
自動的に合成される．文献 [39]で提案された初期の波面整合法は，いわゆる「モザイク」状の複
雑な屈折率分布が出現し，実験結果との不一致を生んでいた．その後手法の改善が進み，「ソリッ
ド」型の波面整合法が提案された [40]．このアプローチはモザイク状の複雑な材料分布の出現回
避に成功しているが，設計自由度は形状最適化程度に落ちている．
構造最適化問題では，所望の特性を目的関数で表現し，その最大化あるいは最小化問題を解く

ことによって目的の特性を最大化する．トポロジー最適化において，設計変数空間の探索手法と
してMMA(Method of Moving Asymptotes)[44]等の逐次凸計画法や勾配法が広く用いられている．
ヒューリスティクスとして遺伝的アルゴリズムや粒子群最適化等の多点探索手法があるが，トポ
ロジー最適化においては設計変数の数が通常莫大であるため，現状の計算機性能において，特に
3次元解析が必要な場合は，多点探索手法の適用は計算機コスト上現実的ではない．MMAや勾配
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法に基づいて設計空間を探索する際，目的関数の勾配，すなわち感度計算が必要になるが，この
感度を計算する効率的な方法として随伴変数法 (Adjoint Variable Method，AVM)があり，トポロ
ジー最適化において広く適用されている．BPMを用いた AVMに基づく光導波路デバイスの最適
化法は既に報告されている [45][46]ものの，これらの報告は寸法最適化を目指しており，トポロ
ジーを目指した報告ではない．
本論文は，光導波路デバイスにおける構造最適化の計算コスト低減を目指して，感度解析に基

づくビーム伝搬法を活用した光導波路デバイスのトポロジー最適化手法に関する研究を行った成
果をまとめたものである．具体的に本研究では AVMを用いた感度解析に基づき，

• 2次元 BPMを用いたトポロジー最適設計

• 偏波結合項を無視する 3次元セミベクトル (スカラ)BPMを用いたトポロジー最適設計

• 3次元フルベクトル BPMを用いたトポロジー最適設計

• 2次元時間領域 BPMを用いたトポロジー最適設計

の実現を新たに行っている．2次元 BPMを用いたトポロジー最適設計，およびセミベクトル (ス
カラ)BPMを用いたトポロジー最適設計の実現により，長手方向に数 mmオーダーの石英系 PLC
デバイスに対する効率的なトポロジー最適化が可能となったため，今後さらなる小型化が要求さ
れている PLCデバイスの低損失化が期待される．また，近年，コアとクラッドの比屈折率差が非
常に大きな SiN系あるいは Si細線導波路デバイスが盛んに報告されているが，これらの導波路は
BPMの近似制約上，後方散乱波が大きい場合等，原理的に適用が困難なケースが多い．そのため，
本研究では，後方散乱波が考慮可能な時間領域 BPMを用いたトポロジー最適設計手法の実現も行
い，2次元近似設計問題を通してその有効性を示している．また，フルベクトル BPMを用いたト
ポロジー最適設計についても検討を行い，比屈折率差の大きな強導波路デバイスの設計に対して本
論文で提案するアプローチの利用可能性を検討している．比屈折率差が大きなシリコン細線デバ
イス等のトポロジー最適設計のさらなる効率化を行うにあたり，後方散乱波が考慮可能な双方向
BPM[47]～[56]の利用などが考えられるが，本研究はそのような今後の研究の発展において先駆
的な役割を果たすと思われる．本研究では特に，横方向の離散化に有限差分法を用いる FD-BPM
の利用を考え，設計領域の比誘電率分布の表現手法は密度法を適用する場合に対して感度解析手
法の定式化を行っている.

1.2 本論文の構成

本論文の構成は以下のとおりである．

2章
本研究で利用する FD-BPM手法の具体的な定式化を行っている．はじめに，等方・線形な
誘電体材料で構成される導波路を伝搬する光波が満たすMaxwell方程式を示している．その
後，各節においてそれぞれの問題に対応する波動方程式を導いたのちに 2次元 BPM，交互
方向陰解法 (Alternating Direction Implicit Method, ADI法)に基づく 3次元セミベクトル (ス
カラ)BPM，フルベクトル BPM，2次元時間領域 BPMの定式化を行っている．また，導波
モードの計算手法として用いた虚軸 BPMについても述べている．
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3章
光導波路デバイスの感度解析に基づくトポロジー最適設計の実装に必要な事項を述べてい
る．はじめに，本研究におけるトポロジー最適化の流れを処理項目ごとに概説する．本研究
では，材料分布の表現方法に密度法の適用を考えるが，密度法では実際の作製上問題となる
グレイ材料の出現やチェッカーボードパターンに代表される微細で複雑な構造の出現が問題
となる．本章では，本研究におけるグレイ領域の出現の抑制方法および微細構造の除去を目
的として導入する構造平滑化フィルタについても述べる．

4章
BPMを用いたトポロジー最適設計の実現のための初期検討として，数値解析手法に 2次元
BPMを用いる場合に対して，AVMに基づく感度解析手法の定式化を新たに行っている．本
感度解析手法を比屈折率差が小さな導波路デバイスのトポロジー最適設計問題へ適用し，定
式化の妥当性および提案アプローチによるトポロジー最適化手法の有効性を示す．具体的に
は，S字曲がり導波路のトポロジー最適設計例を通して感度解析手法の妥当性を示し，続い
てパワー 2分岐および任意分岐の設計例を通して本設計手法の汎用性を確かめている．

5章
BPMを活用したトポロジー最適化手法を 3次元設計問題へ応用するため，数値解析手法に
ADI法に基づく 3次元セミベクトル (スカラ)FD-BPMを適用する場合に対して感度解析手法
の定式化を新たに行っている．3章同様，比屈折率差が小さな導波路デバイスのトポロジー
最適設計問題への適用例を通して，本感度解析手法の妥当性および設計手法の有用性を示し
ている．

6章
数値解析手法にADI法に基づく 2次元時間領域 FD-BPM(2DTD-FD-BPM)を用いた場合の感
度解析手法の定式化を行っている．比屈折率差が大きな導波路デバイスのトポロジー最適設
計問題への適用例を通して感度解析手法の妥当性を示している．また，TD-BPMはガウシア
ンパルスの伝搬解析によって 1度の解析で透過スペクトルが算出可能であり，本トポロジー
最適化手法によって広帯域なデバイスが効率的に設計できる可能性を示している．

7章
比屈折率差の大きな導波路においてはデバイスの偏波依存性が強くなり，偏波の適切な制御
が必要になる．偏波制御を行うデバイスの設計には，偏波の結合を考慮したフルベクトル解
析が必要である．6章では 2次元時間領域ビーム伝搬法を活用する強導波路デバイスのトポ
ロジー最適化手法の有効性を示したが，陽解法に基づく FDTD法に対して，3次元問題では
時間領域ビーム伝搬法の優位性が明らかにされておらず，フルベクトル時間領域ビーム伝搬
法の活用が計算効率の向上につながるかは明確ではない．そのため本章では，偏波の結合を
考慮したフルベクトル解析が必要なデバイスの設計問題の効率化を目的として，3次元フル
ベクトル FD-BPMを用いた場合の感度解析手法の定式化を行っている．偏波回転器のトポ
ロジー最適設計問題への適用例を通して感度解析手法の妥当性を示し，本アプローチの利用
可能性を検討している．

8章
本研究で得られた成果および結論と今後の課題を示している．
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第2章 ビーム伝搬法の定式化

本章では，初めに誘電体導波路中を伝搬する光波が満たすMaxwell方程式を示し，その後，各
節において各問題に対応する波動方程式を導出したのちに有限差分ビーム伝搬法 (Finite Difference
Beam Propagation Method, FD-BPM)の具体的な定式化を行う．BPMでは光波を伝搬方向にキャリ
ア周波数程度で振動する成分と緩やかに振動する成分とに分離し，そのうち緩慢変化する成分を
未知変数とする手法である．通常の BPMでは非常に広角に伝搬する波や後方散乱波を考慮するこ
とはできないが，緩慢変化する電磁界を未知とするため伝搬方向に対する刻み幅を大きくとるこ
とが可能であり，その計算効率は有限要素法 (Finite Element Method, FEM)や有限差分時間領域法
(Finite Difference Time Domain, FDTD法)などと比較すると飛躍的に高い．BPMは高速フーリエ
変換 (Fast Fourier Transformation, FFT)を利用する FFT-BPMをはじめとして，横方向の離散化に
差分法を適用する FD-BPMや FEMを適用する FE-BPM等，各種のBPMが開発されている．特に
FD-BPMについて述べると，広角化 [57][58]や高精度化手法 [59]～[61]も種々提案されている．
本研究では特に，Crank-Nicolson法を利用する陰解法型の FD-BPM[25]の利用を考える．このタ

イプの FD-BPMは 2次元周波数領域問題の場合，バンド幅 3の行列演算が必要であるが，Thomas
のアルゴリズムの利用によって高速に解を得ることができる．3次元問題や 2次元時間領域問題では
バンド幅が比較して大きくなるが，交互方向陰解法 (Alternative Direction Implicit, ADI法)[26][28]
の利用によってバンド幅 3の行列演算に帰着させることができるため，効率的な伝搬解析が可能
である．本章では，2次元 FD-BPM，セミベクトル (スカラ)FD-BPM，フルベクトル FD-BPMお
よび BPMを時間領域手法に拡張した TD-BPMについて述べ，最後に，本研究において導波路の
固有モードを算出する手法として利用する虚軸BPMについて述べる．また，2次元 FD-BPMの定
式化では Padé展開による広角化の方法についても述べる．
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2.1 Maxwell方程式
導波路を構成する誘電体材料が等方線形であり，磁性をもたない場合を考える．また，本章の

定式化では完全整合層 (Perfectly Matching Layer, PML)[62]～[65]によって計算領域が終端される
場合を考える．この場合，Maxwell方程式は次式のようになる．

∇′ × Ẽ = −µ0
∂H̃

∂t
(2.1)

∇′ × H̃ = ε0εr
∂Ẽ

∂t
(2.2)

ここで，∇′は ex，ey，ez を直交座標系の単位ベクトルとして

∇′ =
1

sx

∂

∂x
ex +

1

sy

∂

∂y
ey +

1

sz

∂

∂z
ez

である．sα(α = x, y, z)は PMLの座標ストレッチングにより生じる係数であり，次式で与える．

sα = 1− j
(

d

TPML

)2

tan δ (2.3)

ここで，TPMLは PMLの厚さ，dは計算領域端からの距離，tan δは PML終端 (d = TPML)におけ
る損失角である．その他式中で使用した記号の意味を以下に示す．

Ẽ(x, y, z, t) = Ẽx(x, y, z, t)ex + Ẽy(x, y, z, t)ey + Ẽz(x, y, z, t)ez :電界ベクトル [V/m]

H̃(x, y, z, t) = H̃x(x, y, z, t)ex + H̃y(x, y, z, t)ey + H̃z(x, y, z, t)ez :磁界ベクトル [A/m]

ε0 :真空における誘電率 [F/m]

µ0 :真空における透磁率 [A/m2]

εr :比誘電率

電磁波が一定の角周波数 ωで振動する場合，電磁界は時間に対して定常振動する成分と振幅成
分とにわけて

Ẽ(x, y, z, t) = Re {E(x, y, z) exp(jωt)} (2.4)

H̃(x, y, z, t) = Re {H(x, y, z) exp(jωt)} (2.5)

と表現できる．式 (2.4)および (2.5)の表現を式 (2.1)，(2.2)に代入すると，次の周波数領域におけ
るMaxwell方程式を得る．

∇′ ×E = −jωµ0H (2.6)

∇′ ×H = jωε0εrE (2.7)
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2.2 2次元有限差分ビーム伝搬法

2.2.1 波動方程式

式 (2.6)，(2.7)より，y方向に対して電磁界および導波路構造の変化がない場合 (∂/∂y = 0)を仮
定すると次式が得られる．

−∂Ey

∂z
= −jωµ0Hx (2.8)

∂Ex

∂z
− 1

sx

∂Ez

∂x
= −jωµ0Hy (2.9)

1

sx

∂Ey

∂x
= −jωµ0Hz (2.10)

−∂Hy

∂z
= jωε0εrEx (2.11)

∂Hx

∂z
− 1

sx

∂Hz

∂x
= jωε0εrEy (2.12)

1

sx

∂Hy

∂x
= jωε0εrEz (2.13)

これらの式は 2つの独立した組に分類でき，式 (2.8)，(2.10)，(2.12)にしたがって伝搬する波は
TE(Transverse Electric)波，式 (2.9)，(2.11)，(2.13)にしたがう波は TM(Transverse Magnetic)波と
それぞれ呼ばれる．なお，ここでは z方向を光波の伝搬方向としており，BPMでは光波の伝搬方
向に PMLを付与する必要がないため，上式において sz = 1としている．

TE波の波動方程式は式 (2.8)，(2.10)，(2.12)から次のように導出される．

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+
∂2Ey

∂z2
+ k20εrEy = 0 (2.14)

ここで，k0(= ω
√
µ0ε0)は自由空間波数である．同様にTM波の波動方程式は式 (2.9)，(2.11)，(2.13)

より次のように求められる．

1

sx

∂

∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
+

∂

∂z

(
1

εr

∂Hy

∂z

)
+ k20Hy = 0 (2.15)

式 (2.14)，(2.15)は統一的に次のように表記できる．

1

sx

∂

∂x

(
p

sx

∂Φ

∂x

)
+

∂

∂z

(
p
∂Φ

∂z

)
+ k20qΦ = 0 (2.16)

ここで，Φ，p，qは表 2.1のように定義している．

表 2.1: Φ，p，qの定義

Φ p q

TE wave Ey 1 εr

TM wave Hy 1/εr 1
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2.2.2 近軸式

電磁界 Φを伝搬方向 (+z方向)に対して緩慢変化する振幅項とキャリア波数程度で振動する位
相項に分離して次のように表現する．

Φ(x, z) = ϕ(x, z) exp(−jk0n0z) (2.17)

ここで，n0は参照屈折率である．式 (2.17)を式 (2.16)に代入して次式を得る．

∂2ϕ

∂z2
− j2k0n0

∂ϕ

∂z
+

1

p

∂p

∂z

(
∂ϕ

∂z
− jk0n0ϕ

)
+

1

sxp

∂

∂x

(
p

sx

∂ϕ

∂x

)
+ k20

(
εr − n20

)
ϕ = 0 (2.18)

式 (2.18)左辺第 2項は TM波解析の場合に現れる項である．この項を無視した場合，コアとクラッ
ドの比屈折率差が大きな場合はBPM解析においてデバイスの相反性および電力保存性が満たされ
ないことが指摘されている [66]～[69]が，本研究では特に弱導波路の設計問題を扱うため，以降
∂p/∂zは微小量として無視する．さらに，伝搬する光波の z方向位相定数が k0n0に十分近い場合，
ϕは z方向に対して緩慢に変化するため，∣∣∣∣∂2ϕ∂z2

∣∣∣∣≪ 2k0n0

∣∣∣∣∂ϕ∂z
∣∣∣∣ (2.19)

が成り立ち，∂2ϕ/∂z2 ≈ 0とみなせる．これを近軸近似，あるいは Fresnel近似と呼ぶ．式 (2.18)
より，近軸近似に基づく 2次元 BPMの基本方程式が次のように導出される．

j2k0n0
∂ϕ

∂z
= (Dxx + ν)ϕ (2.20)

Dxxϕ =
1

sxp

∂

∂x

(
p

sx

∂ϕ

∂x

)
(2.21)

νϕ = k20
(
εr − n20

)
ϕ (2.22)

2.2.3 広角式

伝搬方向に対する位相定数が k0n0から大きく離れる光波 (例えば，z軸に対して広角伝搬する
光波)を扱う場合，2階の微分項 (∂2ϕ/∂z2)の影響が無視できなくなり近軸式では精度が劣化する．
近軸近似を適用する際に無視した 2階微分項を考慮する方法として，Padé展開を用いる方法があ
る．ここでは，Padé展開に基づく広角 BPMの基礎方程式を導く．
∂2ϕ/∂z2を無視しない場合，BPMの基本方程式は式 (2.18)より次のようになる.

j2k0n0
∂ϕ

∂z
− ∂2ϕ

∂z2
= (Dxx + ν)ϕ ≡ Pϕ (2.23)

式 (2.23)を形式的に次のように表現する．

∂

∂z

(
j2k0n0 −

∂

∂z

)
ϕ = Pϕ (2.24)

∂ϕ

∂z
=

P

j2k0n0 − ∂
∂z

ϕ (2.25)
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ここで，式 (2.25)両辺の ϕに作用している演算子が

∂

∂z

∣∣∣∣
n

=
P

j2k0n0 − ∂
∂z

∣∣
n−1

(2.26)

∂

∂z

∣∣∣∣
−1

= 0 (2.27)

のような漸化式の関係にあるとみなすと，n = 1の場合は

∂ϕ

∂z
=

P

j2k0n0 − ∂
∂z

∣∣
0

ϕ

∂ϕ

∂z
=

P

j2k0n0 − P
j2k0n0

ϕ (2.28)

となる. 式 (2.28)右辺の ϕに作用する演算子は，分母分子共に P に関する 1次式になっている. 式
(2.28)は Padé(1,1)展開に基づく BPMの基本方程式である. Fresnel近似に基づく基本方程式 (2.20)
は n = 0とした場合であり，Padé(1,0)展開に基づく BPMの基本方程式に相当する.

2.2.4 Crank-Nicolson法に基づく定式化

近軸式に基づく BPM基本方程式 (2.20)を Crank-Nicolson法に基づく陰的スキーム [25]により
差分化して，次式を得る．

j2k0n0
ϕk+1 − ϕk

∆z
= (Dxx + ν)

ϕk+1 + ϕk

2
(2.29)

ここで，∆zは z方向の離散点間隔，kは z方向に対する離散点番号であり，ϕkは ϕ(x, k∆z)を意
味している．式 (2.29)より，ϕkに関する項を右辺，ϕk+1に関する項を左辺に移行して整理すると，
BPMの逐次更新式が次のように得られる.{

1−
∆z

j4k0n0
(Dxx + ν)

}
ϕk+1 =

{
1 +

∆z

j4k0n0
(Dxx + ν)

}
ϕk (2.30)

Padé(1,1)展開に基づく広角式 (2.28)の場合，逐次更新式は同様の手順により次のように導出できる．{
1 +

(
1

4k20n
2
0

−
∆z

j4k0n0

)
(Dxx + ν)

}
ϕk+1

=

{
1 +

(
1

4k20n
2
0

+
∆z

j4k0n0

)
(Dxx + ν)

}
ϕk (2.31)

近軸式の場合と比較して，下線部の項が追加されている．式 (2.30)および (2.31)は横方向の差分
化により，ともに次のように表現できる．

L1ϕ
k+1
i−1 + L2ϕ

k+1
i + L3ϕ

k+1
i+1 = R1ϕ

k
i−1 +R2ϕ

k
i +R3ϕ

k
i+1 (2.32)

ここで，∆xは x方向における離散点間隔であり，ϕki は ϕ(i∆x, k∆z)を意味している．本研究で
は，横方向の差分化には Sternによる方法 [70]，[71]を用いる．Sternの方法では，離散点間の中
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心に媒質境界があると仮定し，媒質境界における電磁界の境界条件を考慮して差分式が導出され
る．具体的な係数 Lα，Rα(α = 1, 2, 3)の導出方法は付録 Aおよび付録 Bに示す.
解析領域終端における境界条件の処理により，式 (2.32)は

[A]k {ϕ}k+1 = [B]k {ϕ}k (2.33)

の形式で表現できる．ここで，行列 [A]k，[B]kはサイズがNx ×Nxの 3重対角行列となる．次ス
テップの界分布 {ϕ}k+1 (= [A]−1

k [B]k {ϕ}k)は行列 [A]kが 3重対角行列のため，Thomasのアルゴ
リズムにより高速に計算できる．

2.2.5 電力の評価方法

導波モードフィールドには直交性があり，正規直交であることを仮定すると，n番目の固有モー
ド電界フィールドEnとm番目の固有モード磁界フィールドHmに対して次が成り立つ.∫∫

Ω
(En ×H∗

m) · ezdxdy =

∫∫
Ω

(
Ex,nH

∗
y,m − Ey,nH

∗
x,m

)
dxdy

= δmn (2.34)

ここで，Et,n，Ht,nは固有モードの横方向電磁界，Ωは横方向の計算領域，δnmは Kroneckerの
デルタであり，上添字 ∗は複素共役をとることを表している. また，+z方向に進む光波が運ぶ電
力の実効値 P は次式で計算できる．

P =
1

2
Re

{∫∫
Ω
(E ×H∗) · ezdxdy

}
=

1

2
Re

{∫∫
Ω

(
ExH

∗
y − EyH

∗
x

)
dxdy

}
(2.35)

2次元問題の場合は電磁界の 1成分のみで電力評価が可能であり，以下に 2次元問題における TE
波と TM波のそれぞれについて，伝搬している電磁界フィールドから任意の導波モードの電力を
算出する方法を述べる.

TE波の場合

光導波路デバイスを伝搬する光波のフィールドは固有モードフィールドの線形結合により，次
のように表せる．

Ey =
∑
m

cmEy,m (2.36)

Hx =
∑
m

cmHx,m (2.37)

ここで，下添字mはm番目のモードフィールドであることを意味しており，cmはm番目のモー
ドフィールドの複素振幅係数である．式 (2.36)の両辺にH∗

x,nを乗じて計算領域の全範囲で積分す
ると ∫

Ω
EyH

∗
x,ndx =

∑
m

cm

∫
Ω
Ey,mH

∗
x,ndx (2.38)
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となる．TE波の場合 Ex = 0であることを考慮すると，モードフィールドの直交性より式 (2.38)
右辺の積分値はm ̸= nの場合零となるため∫

Ω
EyH

∗
x,ndx = cn

∫
Ω
Ey,nH

∗
x,ndx (2.39)

となる．よって，n番目のモードの複素振幅係数 cnは次式のように表現できる．

cn =

∫
ΩEyH

∗
x,ndx∫

ΩEy,nH∗
x,ndx

(2.40)

ここで，位相定数 βnの TE波が+z方向に定常伝搬している場合，式 (2.8)より

Hx,n = − βn
ωµ0

Ey,n (2.41)

成り立つため，式 (2.41)を式 (2.40)に代入すると，複素振幅係数はEy成分のみを用いて次式のよ
うに表せる.

cn =

∫
ΩEyE

∗
y,ndx∫

Ω |Ey,n|2 dx
(2.42)

式 (2.35)と式 (2.42)より，導波路を伝搬する光波のうち，n番目の固有モードが+z方向に運ぶ y

方向に 1mあたりの電力 PTE,nは次式で計算できる．

PTE,n = −1

2
Re

{∫
Ω
cnEy,nc

∗
nH

∗
x,ndx

}
=

βn
2ωµ0

|cn|2
∫
Ω
|Ey,n|2dx (2.43)

TM波の場合

TE波の場合と同様の議論により，n番目のモードの複素振幅係数は次式で表現できることが導
ける．

cn =

∫
Ω

1
εr
HyH

∗
y,ndx∫

Ω
1
εr
|Hy,n|2 dx

(2.44)

よって，2次元問題の場合，TM波の n番目のモードの電力は次式で計算できる．

PTM,n =
βn
2ωε0

|cn|2
∫
Ω

1

εr
|Hy,n|2 dx (2.45)
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2.3 3次元セミベクトル有限差分ビーム伝搬法

2.3.1 波動方程式

電界 (E)を未知とする場合

式 (2.6)の両辺の回転をとると，ベクトル公式

∇× (∇×A) = ∇ (∇ ·A)−∇2A (2.46)

より次を得る．

∇′ ×
(
∇′ ×E

)
= ∇′ (∇′ ·E

)
−∇′2E = −jωµ0∇′ ×H (2.47)

式 (2.7)より，式 (2.47)はEのみを用いて

∇′ (∇′ ·E
)
−∇′2E − ω2µ0ε0εrE = 0 (2.48)

と表現できる．さらに，式 (2.7)の発散をとり，ベクトル公式

∇ · (∇×A) = 0 (2.49)

を用いることによって，

∇′ ·E = − 1

εr
∇′εr ·E (2.50)

の関係が得られるため，式 (2.48)は

∇′2E +∇′
(

1

εr
∇′εr ·E

)
+ k20εrE = 0 (2.51)

と書き換えられる．式 (2.51)は電界の 3成分 (Ex,Ey,Ez)全てを考慮するフルベクトル波動方程式
である．
式 (2.51)を成分ごとに書くと，

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ex

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ey

∂y

)
+
∂2Ez

∂z2

+
1

sx

∂

∂x

{
1

εr

(
1

sx

∂εr
∂x

Ex +
1

sy

∂εr
∂y

Ey +
∂εr
∂z

Ez

)}
+ k20εrEx = 0 (2.52)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ey

∂y

)
+
∂2Ey

∂z2

+
1

sy

∂

∂y

{
1

εr

(
1

sx

∂εr
∂x

Ex +
1

sy

∂εr
∂y

Ey +
∂εr
∂z

Ez

)}
+ k20εrEy = 0 (2.53)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ez

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ez

∂y

)
+
∂2Ez

∂z2

+
∂

∂z

{
1

εr

(
1

sx

∂εr
∂x

Ex +
1

sy

∂εr
∂y

Ey +
∂εr
∂z

Ez

)}
+ k20εrEz = 0 (2.54)
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となる．ここで，2次元問題の場合と同様に sz = 1としている．導波路構造が z方向に緩やかに
変化している (∂εr/∂z ≈ 0)と仮定し，さらに，偏波の結合が生じず片方の偏波成分が無視できる
場合，すなわち，式 (2.52)は Ey，式 (2.53)は Exを無視できる場合，式 (2.52)と式 (2.53)はそれ
ぞれ

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ex

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ex

∂y

)
+
∂2Ex

∂z2
+

1

sx

∂

∂x

(
1

sxεr

∂εr
∂x

Ex

)
+ k20εrEx = 0 (2.55)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ey

∂y

)
+
∂2Ey

∂z2
+

1

sy

∂

∂y

(
1

syεr

∂εr
∂y

Ey

)
+ k20εrEy = 0 (2.56)

と一つの偏波成分のみの波動方程式に変形できる．これらはそれぞれ，ExあるいはEy に関する
セミベクトル (スカラ)波動方程式である．
以降の表記上の便宜のため，次の関係

1

sα

∂

∂α

{
1

sαεr

∂ (εrEα)

∂α

}
=

1

sα

∂

∂α

(
1

sα

∂Eα

∂α

)
+

1

sα

∂

∂α

(
1

sαεr

∂εr
∂α

Eα

)
[α = x, y] (2.57)

を用いて，式 (2.55)，(2.56)を次のように表現する．

1

sx

∂

∂x

{
1

sxεr

∂ (εrEx)

∂x

}
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ex

∂y

)
+
∂2Ex

∂z2
+ k20εrEx = 0 (2.58)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

{
1

syεr

∂ (εrEy)

∂y

}
+
∂2Ey

∂z2
+ k20εrEy = 0 (2.59)

磁界 (H)を未知とする場合

式 (2.7)の両辺の回転をとり，ベクトル公式 (2.46)を用いて次のように式を変形する．

∇′ ×
(
∇′ ×H

)
= ∇′ (∇′ ·H

)
−∇′2H = jωε0∇′ × (εrE) (2.60)

式 (2.6)の発散をとって，ベクトル公式 (2.49)を適用することにより

∇ ·H = 0 (2.61)

の関係が得られるため，式 (2.60)は次のように書き換えられる．

∇′2H + jωε0∇′ × (εrE) = 0 (2.62)

さらに，式 (2.62)の左辺第 2項に次のベクトル公式

∇× (ϕA) = ∇ϕ×A+ ϕ∇×A (2.63)

を適用して，次を得る．

∇′2H + jωε0εr∇′ ×E + jωε0∇′εr ×E = 0 (2.64)

式 (2.64)の左辺第 2項に式 (2.6)，第 3項に式 (2.7)を適用すると，次の磁界に関するフルベクトル
波動方程式が得られる．

∇′2H +
1

εr
∇′εr ×

(
∇′ ×H

)
+ k20εrH = 0 (2.65)
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式 (2.65)を成分ごとに書くと

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hx

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hx

∂y

)
+
∂2Hx

∂z2

+
1

εr

{
1

sy

∂εr
∂y

(
1

sx

∂Hy

∂x
− 1

sy

∂Hx

∂y

)
− ∂εr
∂z

(
∂Hx

∂z
− 1

sx

∂Hz

∂x

)}
+ k20εrHx = 0

(2.66)
1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hy

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hy

∂y

)
+
∂2Hy

∂z2

+
1

εr

{
∂εr
∂z

(
1

sy

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z

)
− 1

sx

∂εr
∂x

(
1

sx

∂Hy

∂x
− 1

sy

∂Hx

∂y

)}
+ k20εrHy = 0

(2.67)
1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hz

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hz

∂y

)
+
∂2Hz

∂z2

+
1

εr

{
1

sx

∂εr
∂x

(
∂Hx

∂z
− 1

sx

∂Hz

∂x

)
− 1

sy

∂εr
∂y

(
1

sy

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z

)}
+ k20εrHz = 0

(2.68)

となる．導波路構造が z方向に緩やかに変化している (∂εr/∂z ≈ 0)と仮定し，片方の偏波成分が無
視できる場合，すなわち，式 (2.66)はHy，式 (2.67)はHxを無視できる場合，式 (2.66)と式 (2.67)
はそれぞれ

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hx

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hx

∂y

)
+
∂2Hx

∂z2
−

1

s2yεr

∂εr
∂y

∂Hx

∂y
+ k20εrHx = 0 (2.69)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hy

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hy

∂y

)
+
∂2Hy

∂z2
−

1

s2xεr

∂εr
∂x

∂Hy

∂x
+ k20εrHy = 0 (2.70)

と一つの偏波成分のみのセミベクトル (スカラ)波動方程式に変形できる．
表記の便宜上，次の関係

εr
sα

∂

∂α

(
1

sαεr

∂Hβ

∂α

)
=

1

sα

∂

∂α

(
1

sα

∂Hβ

∂α

)
− 1

s2αεr

∂εr
∂α

∂Hβ

∂α
[(α, β) = (x, y), (y, x)] (2.71)

を用いて式 (2.69)，(2.70)を次のように変形しておく．

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hx

∂x

)
+
εr
sy

∂

∂y

(
1

syεr

∂Hx

∂y

)
+
∂2Hx

∂z2
+ k20εrHx = 0 (2.72)

εr
sx

∂

∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hy

∂y

)
+
∂2Hy

∂z2
+ k20εrHy = 0 (2.73)

統一表現

上記で導出したセミベクトル波動方程式 (2.58)，(2.59)，(2.72)，(2.73)を統一的に次のように表
現する．

DxxΦ+DyyΦ+
∂2Φ

∂z2
+ k20εrΦ = 0 (2.74)

Φ，Dxx，Dyy の定義を表 2.2に示す．
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表 2.2: Φ，Dxx，Dyy の定義

Φ DxxΦ DyyΦ

Ex
1
sx

∂
∂x

{
1

sxεr

∂(εrEx)
∂x

}
1
sy

∂
∂y

(
1
sy

∂Ex
∂y

)
Ey

1
sx

∂
∂x

(
1
sx

∂Ey

∂x

)
1
sy

∂
∂y

{
1

syεr

∂(εrEy)
∂y

}
Hx

1
sx

∂
∂x

(
1
sx

∂Hx
∂x

)
εr
sy

∂
∂y

(
1

syεr
∂Hx
∂y

)
Hy

εr
sx

∂
∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
1
sy

∂
∂y

(
1
sy

∂Hy

∂y

)

2.3.2 Crank-Nicolson法と交互方向陰解法に基づく定式化

電磁界 Φを伝搬方向 (+z方向)に対して緩慢変化する振幅項とキャリア波数程度で振動する位
相項に分離して次のように表現する．

Φ(x, y, z) = ϕ(x, y, z) exp(−jk0n0z) (2.75)

式 (2.75)を式 (2.74)に代入すると

Dxxϕ+Dyyϕ+
∂2ϕ

∂z2
− j2k0n0

∂ϕ

∂z
+ k20

(
εr − n20

)
ϕ = 0 (2.76)

となる．近軸近似 (∂2ϕ/∂z2 ≈ 0)が成り立つ場合，次の近軸近似に基づくセミベクトル BPMの基
本方程式が得られる．

j2k0n0
∂ϕ

∂z
= (Dxx +Dyy + ν)ϕ (2.77)

νϕ = k20
(
εr − n20

)
ϕ (2.78)

Crank-Nicolson法を用いて伝搬方向 (z方向)を差分化すると，式 (2.77)は

j2k0n0
ϕk+1 − ϕk

∆z
= (Dxx +Dyy + ν)

ϕk+1 + ϕk

2
(2.79)

となる．ここで，ϕkは ϕ(x, y, k∆z)を意味している．式 (2.79)を整理すると，次のセミベクトル
BPMの逐次更新式を得る．{

1−
∆z

j4k0n0
(Dxx +Dyy + ν)

}
ϕk+1 =

{
1 +

∆z

j4k0n0
(Dxx +Dyy + ν)

}
ϕk (2.80)

式 (2.80)を用いて BPM解析を行う場合，横方向の計算領域分割数を Nx = Ny = N とすると，
伝搬ステップ毎にバンド幅が 2N + 1の連立一次方程式を解く必要がある．交互方向陰的差分法
(Alternating Direction Implicit Method, ADIM)を適用すると，バンド幅 3の連立一次方程式を 2N

回解くことによって次ステップの界分布が求められる．バンド幅 3の連立一次方程式は Thomasの
アルゴリズムで高速に解くことができるため，離散点数が多いほど ADIMに基づく BPMの方が
計算コストの観点から有利になる．
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ADIMに基づく BPMの逐次更新式を導出する．式 (2.80)に対して，{
1−

∆z

j4k0n0
(Dxx +Dyy + ν)

}
ϕk+1 +

(
∆z

j4k0n0

)2 (
Dxx +

ν

2

)(
Dyy +

ν

2

)
ϕk+1

=

{
1 +

∆z

j4k0n0
(Dxx +Dyy + ν)

}
ϕk +

(
∆z

j4k0n0

)2 (
Dxx +

ν

2

)(
Dyy +

ν

2

)
ϕk (2.81)

のように，下線で示した (∆z)2オーダーの誤差項を付加する．誤差項を付加したことによって，逐
次更新式は{

1−
∆z

j4k0n0

(
Dxx +

ν

2

)}{
1−

∆z

j4k0n0

(
Dyy +

ν

2

)}
ϕk+1

=

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Dxx +

ν

2

)}{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Dyy +

ν

2

)}
ϕk (2.82)

のように，演算子を分割した形で表現できる．中間界 ϕk+
1
2 を導入して，式 (2.82)を次の 2ステッ

プの演算に分割する．

1st step{
1−

∆z

j4k0n0

(
Dxx +

ν

2

)}
ϕk+

1
2 =

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Dyy +

ν

2

)}
ϕk (2.83)

2nd step{
1−

∆z

j4k0n0

(
Dyy +

ν

2

)}
ϕk+1 =

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Dxx +

ν

2

)}
ϕk+

1
2 (2.84)

横方向を Sternの方法で離散化すると，式 (2.83)，(2.84)はそれぞれ次のように表現できる．

1st step

L1st
1 ϕ

k+ 1
2

i−1,j + L1st
2 ϕ

k+ 1
2

i,j + L1st
3 ϕ

k+ 1
2

i+1,j = R1st
1 ϕki,j−1 +R1st

2 ϕki,j +R1st
3 ϕki,j+1 (2.85)

2nd step

L2nd
1 ϕk+1

i,j−1 + L2nd
2 ϕk+1

i,j + L2nd
3 ϕk+1

i,j+1 = R2nd
1 ϕ

k+ 1
2

i−1,j +R2nd
2 ϕ

k+ 1
2

i,j +R2nd
3 ϕ

k+ 1
2

i+1,j (2.86)

ここで，ϕki,j は∆x，∆yをそれぞれ x，y方向における離散点間隔として，ϕ(i∆x, j∆y, k∆z)を
意味している．式 (2.85)，(2.86)を行列・ベクトル形式で次のように表現する.

1st step

[Γ2]k {ϕ}k+ 1
2
= [Γ1]k {ϕ}k (2.87)

2nd step

[Γ4]k {ϕ}k+1 = [Γ3]k {ϕ}k+ 1
2

(2.88)

[Γα](α = 1, 2, 3, 4)は計算領域端の境界条件の処理によって NxNy × NxNy の正方行列となるが，
ADIMの適用により式 (2.87)ではNy回，式 (2.88)ではNx回の 3重対角行列の処理により高速に
次ステップの界が求められる.
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2.3.3 電力の評価方法

電磁界の横方向成分Et = {Ex, Ey}T，Ht = {Hx,Hy}T は固有モードフィールドの線形結合

Et =
∑
m

cmEt,m (2.89)

Ht =
∑
m

cmHt,m (2.90)

で表現できる. ここで，Φt,m(Φt = Et,Ht)はm番目のモードフィールド，cmはその複素振幅係
数である.

(
ExH

∗
y,n − EyH

∗
x,n

)
を横方向の計算領域 Ωにわたって積分すると，モードフィールド

の直交性より次が成り立つ.∫∫
Ω

(
ExH

∗
y,n − EyH

∗
x,n

)
dxdy =

∑
m

cm

∫∫
Ω

(
Ex,mH

∗
y,n − Ey,mH

∗
x,n

)
dxdy

= cn

∫∫
Ω

(
Ex,nH

∗
y,n − Ey,nH

∗
x,n

)
dxdy (2.91)

したがって，n番目のモードの複素振幅係数 cnは次式で計算できる.

cn =

∫∫
Ω

(
ExH

∗
y,n − EyH

∗
x,n

)
dxdy∫∫

Ω

(
Ex,nH∗

y,n − Ey,nH∗
x,n

)
dxdy

(2.92)

また，
(
HyE

∗
x,n −HxE

∗
y,n

)
を考えると，同様に次が導ける．

cn =

∫∫
Ω

(
HyE

∗
x,n −HxE

∗
y,n

)
dxdy∫∫

Ω

(
Hy,nE∗

x,n −Hx,nE∗
y,n

)
dxdy

(2.93)

電界を未知とする場合は式 (2.92)，磁界の場合は (2.93)を用いる．セミベクトル解析の場合，あ
る近似の下では電磁界の 1 成分のみで電力の評価ができる．以下に TE-like(Ex，Hy) 波および
TM-like(Ey，Hx)波の場合の電力の評価方法を示す.

TE-like波の場合

電界のみで電力を評価する方法を考える. 式 (2.6)より，+z方向に位相定数 βnで伝搬するモー
ドに対して

Hy,n =
βn
ωµ0

Ex,n +
1

jωµ0

∂Ez,n

∂x
(2.94)

が成り立つ. ExモードではEy = 0であることを考慮して，式 (2.94)を式 (2.92)に代入すると

cn,Ex =

∫∫
Ω

(
βn

ωµ0
ExE

∗
x,n − 1

jωµ0
Ex

∂E∗
z,n

∂x

)
dxdy∫∫

Ω

(
βn

ωµ0
|Ex,n|2 − 1

jωµ0
Ex,n

∂E∗
z,n

∂x

)
dxdy

(2.95)

を得る. ここで，|∂Ez,n/∂x|は 2次の微小量であり，無視できる場合を考えると，複素振幅は電界
のみを用いて次のように計算できる.

cn,Ex =

∫∫∞
−∞ExE

∗
x,ndxdy∫∫∞

−∞ |Ex,n|2 dxdy
(2.96)

17



電力は式 (2.35)より，次式で計算できる．

Pn,Ex =
βn

2ωµ0
|cn,Ex |

2
∫∫

Ω
|Ex,n|2 dxdy (2.97)

次に，磁界のみで電力を評価する場合を考える. 式 (2.7)より，+z方向に位相定数 βnで伝搬す
るモードに対して

Ex,n =
βn

ωε0εr
Hy,n +

1

jωε0εr

∂Hz,n

∂y
(2.98)

が成り立つ. Hy モードではHx = 0であることを考慮して，式 (2.98)を式 (2.93)に代入すると

cn,Hy =

∫∫
Ω

(
βn

ωε0εr
HyH

∗
y,n − 1

jωε0εr
Hy

∂H∗
z,n

∂y

)
dxdy∫∫

Ω

(
βn

ωε0εr
|Hy,n|2 − 1

jωµ0εr
Hy,n

∂H∗
z,n

∂y

)
dxdy

(2.99)

を得る. ここで，|∂Hz,n/∂y|は 2次の微小量であり，無視できる場合を考えると，複素振幅は磁界
のみを用いて次のように計算できる.

cn,Hy =

∫∫
Ω

1
εr
HyH

∗
y,ndxdy∫∫

Ω
1
εr
|Hy,n|2 dxdy

(2.100)

電力は式 (2.35)より，次式で計算できる．

Pn,Hy =
βn
2ωε0

∣∣cn,Hy

∣∣2 ∫∫
Ω

1

εr
|Hy,n|2 dxdy (2.101)

TM-like波の場合

TE-like波の場合と同様の手順により，Ey モードに対して次式が導ける．

cn,Ey =

∫∫
ΩEyE

∗
y,ndxdy∫∫

Ω |Ey,n|2 dxdy
(2.102)

Pn,Ey =
βn

2ωµ0

∣∣cn,Ey

∣∣2 ∫∫
Ω
|Ey,n|2 dxdy (2.103)

同様にHxモードに対して，

cn,Hx =

∫∫
Ω

1
εr
HxH

∗
x,ndxdy∫∫

Ω
1
εr
|Hx,n|2 dxdy

(2.104)

Pn,Hx =
βn
2ωε0

|cn,Hx |
2
∫∫

Ω

1

εr
|Hx,n|2 dxdy (2.105)

が導ける.
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2.4 3次元フルベクトル有限差分ビーム伝搬法

2.4.1 波動方程式

電界 (E)を未知とする場合

電界に関するフルベクトル波動方程式 (2.51)より，∂εr/∂z ≈ 0を仮定すると次が成り立つ.

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ex

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ex

∂y

)
+
∂2Ex

∂z2

+
1

sx

∂

∂x

{
1

εr

(
1

sx

∂εr
∂x

Ex +
1

sy

∂εr
∂y

Ey

)}
+ k20εrEx = 0 (2.106)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ey

∂y

)
+
∂2Ey

∂z2

+
1

sy

∂

∂y

{
1

εr

(
1

sx

∂εr
∂x

Ex +
1

sy

∂εr
∂y

Ey

)}
+ k20εrEy = 0 (2.107)

式 (2.106)，(2.107)は式 (2.57)を用いると次のように表現できる.

1

sx

∂

∂x

{
1

sxεr

∂ (εrEx)

∂x

}
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ex

∂y

)
+
∂2Ex

∂z2

+
1

sxsy

∂

∂x

(
1

εr

∂εr
∂y

Ey

)
+ k20εrEx = 0 (2.108)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

{
1

syεr

∂ (εrEy)

∂y

}
+
∂2Ey

∂z2

+
1

sxsy

∂

∂y

(
1

εr

∂εr
∂x

Ex

)
+ k20εrEy = 0 (2.109)

さらに，式 (2.108)，(2.109)に次の関係

∂

∂α

{
1

εr

∂ (εrEβ)

∂β
−
∂Eβ

∂β

}
=

∂

∂α

(
1

εr

∂εr
∂β

Eβ

)
[(α, β) ∈ {(x, y), (y, x)}] (2.110)

を適用して，最終的に次の表現を得る.

1

sx

∂

∂x

{
1

sxεr

∂ (εrEx)

∂x

}
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Ex

∂y

)
+
∂2Ex

∂z2

+
1

sxsy

∂

∂x

{
1

εr

∂ (εrEy)

∂y
− ∂Ey

∂y

}
+ k20εrEx = 0 (2.111)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

{
1

syεr

∂ (εrEy)

∂y

}
+
∂2Ey

∂z2

+
1

sxsy

∂

∂y

{
1

εr

∂ (εrEx)

∂x
− ∂Ex

∂x

}
+ k20εrEy = 0 (2.112)
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磁界 (H)を未知とする場合

磁界に関するフルベクトル波動方程式 (2.65)より，∂εr/∂z ≈ 0を仮定すると次が成り立つ.

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hx

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hx

∂y

)
+
∂2Hx

∂z2

+
1

syεr

∂εr
∂y

(
1

sx

∂Hy

∂x
− 1

sy

∂Hx

∂y

)
+ k20εrHx = 0 (2.113)

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hy

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hy

∂y

)
+
∂2Hy

∂z2

− 1

sxεr

∂εr
∂x

(
1

sx

∂Hy

∂x
− 1

sy

∂Hx

∂y

)
+ k20εrHy = 0 (2.114)

式 (2.113)，(2.114)は式 (2.71)を用いて次のように表現できる．

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hx

∂x

)
+
εr
sy

∂

∂y

(
1

syεr

∂Hx

∂y

)
+
∂2Hx

∂z2
+

1

sxsyεr

∂εr
∂y

∂Hy

∂x
+ k20εrHx = 0 (2.115)

εr
sx

∂

∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hy

∂y

)
+
∂2Hy

∂z2
+

1

sxsyεr

∂εr
∂x

∂Hx

∂y
+ k20εrHy = 0 (2.116)

さらに，式 (2.115)，(2.116)に次の関係

∂Hα

∂α∂β
− εr

∂

∂α

(
1

εr

∂Hα

∂β

)
=

1

εr

∂εr
∂α

∂Hα

∂β
[(α, β) ∈ {(x, y), (y, x)}] (2.117)

を適用して，最終的に次の表現を得る.

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Hx

∂x

)
+
εr
sy

∂

∂y

(
1

syεr

∂Hx

∂y

)
+
∂2Hx

∂z2

+
1

sxsy

{
∂Hy

∂y∂x
− εr

∂

∂y

(
1

εr

∂Hy

∂x

)}
+ k20εrHx = 0 (2.118)

εr
sx

∂

∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
+

1

sy

∂

∂y

(
1

sy

∂Hy

∂y

)
+
∂2Hy

∂z2

+
1

sxsy

{
∂Hx

∂x∂y
− εr

∂

∂x

(
1

εr

∂Hx

∂y

)}
+ k20εrHy = 0 (2.119)

統一表現

式 (2.111)，(2.112)，(2.118)，(2.119)を統一的に以下のように表現する.

AxxΦx +AyyΦx +
∂2Φx

∂z2
+BΦy + k20εrΦx = 0 (2.120)

ÃxxΦy + ÃyyΦy +
∂2Φy

∂z2
+ B̃Φx + k20εrΦy = 0 (2.121)

式中の演算子記号と未知変数との対応は表 2.3に示す.
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表 2.3: 式 (2.120)，(2.121)に使用する演算子の定義

Φ E H

AxxΦx
1
sx

∂
∂x

{
1

sxεr

∂(εrEx)
∂x

}
1
sx

∂
∂x

(
1
sx

∂Hx
∂x

)
AyyΦx

1
sy

∂
∂y

(
1
sy

∂Ex
∂y

)
εr
sy

∂
∂y

(
1

syεr
∂Hx
∂y

)
ÃxxΦy

1
sx

∂
∂x

(
1
sx

∂Ey

∂x

)
εr
sx

∂
∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
ÃyyΦy

1
sy

∂
∂y

{
1

syεr

∂(εrEy)
∂y

}
1
sy

∂
∂y

(
1
sy

∂Hy

∂y

)
BΦy

1
sxsy

∂
∂x

{
1
εr

∂(εrEy)
∂y − ∂Ey

∂y

}
1

sxsy

{
∂Hy

∂y∂x − εr
∂
∂y

(
1
εr

∂Hy

∂x

)}
B̃Φx

1
sxsy

∂
∂y

{
1
εr

∂(εrEx)
∂x − ∂Ex

∂x

}
1

sxsy

{
∂Hx
∂x∂y − εr

∂
∂x

(
1
εr

∂Hx
∂y

)}

2.4.2 Crank-Nicolson法と交互方向陰解法に基づく定式化

横方向電磁界Φt(x, y, z)を+z方向に緩慢変化する項とキャリア波数程度で振動する項にわけて

Φt(x, y, z) =

[
Φx(x, y, z)

Φy(x, y, z)

]
=

[
ϕx(x, y, z)

ϕy(x, y, z)

]
exp(−jk0n0z) ≡ ϕt(x, y, z) exp(−jk0n0z)

(2.122)

と表現する. 式 (2.122)を式 (2.120)，(2.121)に代入し，近軸近似 (∂2ϕt/∂z
2 ≈ 0)を適用すると次

のフルベクトル BPMの基本方程式が得られる.

j2k0n0
∂ϕt

∂z
=

[
Axx +Ayy + ν B

B̃ Ãxx + Ãyy + ν

]
ϕt (2.123)

νϕt = k20
(
εr − n20

)
ϕt (2.124)

式 (2.123)右辺の行列を

j2k0n0
∂ϕt

∂z
= ([X] + [Y ])ϕt (2.125)

[X] =

[
Axx +

ν
2 0

B̃ Ãxx +
ν
2

]
(2.126)

[Y ] =

[
Ayy +

ν
2 B

0 Ãyy +
ν
2

]
(2.127)

と分割する. 式 (2.125)に Crank-Nicolson法を適用して z方向を離散化すると

j2k0n0
ϕk+1
t − ϕk

t

∆z
= ([X] + [Y ])

ϕk+1
t + ϕk

t

2
(2.128)

となり，さらに整理すると{
[I]− ∆z

j4k0n0
([X] + [Y ])

}
ϕt

k+1 =

{
[I] +

∆z

j4k0n0
([X] + [Y ])

}
ϕt

k (2.129)
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となる. ここで，[I]は単位行列，ϕk
t は ϕt(x, y, k∆z)を意味している.

式 (2.129)の両辺に (∆z)2オーダーの誤差項を加えて演算子を分割すると{
[I]− ∆z

j4k0n0
([X] + [Y ]) +

(
∆z

j4k0n0

)2

[X] [Y ]

}
ϕt

m+1

=

{
[I] +

∆z

j4k0n0
([X] + [Y ]) +

(
∆z

j4k0n0

)2

[X] [Y ]

}
ϕt

m (2.130)

(
[I]− ∆z

j4k0n0
[X]

)(
[I]− ∆z

j4k0n0
[Y ]

)
ϕt

m+1

=

(
[I] +

∆z

j4k0n0
[X]

)(
[I] +

∆z

j4k0n0
[Y ]

)
ϕt

m (2.131)

となる. したがって，中間界 ϕ
k+ 1

2
t を導入して次の 2ステップで次ステップの横方向電磁界 ϕk+1

t

が計算できる.

1st step(
[I]− ∆z

j4k0n0

[
Axx +

ν
2 0

B̃ Ãxx +
ν
2

])
ϕt

k+ 1
2 =

(
[I] +

∆z

j4k0n0

[
Ayy +

ν
2 B

0 Ãyy +
ν
2

])
ϕt

k

(2.132)

2nd step(
[I]− ∆z

j4k0n0

[
Ayy +

ν
2 B

0 Ãyy +
ν
2

])
ϕt

k+1 =

(
[I] +

∆z

j4k0n0

[
Axx +

ν
2 0

B̃ Ãxx +
ν
2

])
ϕt

k+ 1
2

(2.133)

式 (2.132)，(2.133)は，具体的に次の手順で計算できる.

1st step{
1− ∆z

j4k0n0

(
Axx +

ν

2

)}
ϕ
k+ 1

2
x =

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Ayy +

ν

2

)}
ϕkx +

∆z

j4k0n0
Bϕky

(2.134){
1− ∆z

j4k0n0

(
Ãxx +

ν

2

)}
ϕ
k+ 1

2
y =

∆z

j4k0n0
B̃ϕ

k+ 1
2

x +

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Ãyy +

ν

2

)}
ϕky

(2.135)

2nd step{
1− ∆z

j4k0n0

(
Ãyy +

ν

2

)}
ϕk+1
y =

∆z

j4k0n0
B̃ϕ

k+ 1
2

x +

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Ãxx +

ν

2

)}
ϕ
k+ 1

2
y

(2.136){
1− ∆z

j4k0n0

(
Ayy +

ν

2

)}
ϕk+1
x =

{
1 +

∆z

j4k0n0

(
Axx +

ν

2

)}
ϕ
k+ 1

2
x +

∆z

j4k0n0
Bϕk+1

y

(2.137)
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Axxϕ，Ãxxϕ，Ayyϕ，Ãyyϕの離散化に Sternの方法，偏波の結合に寄与する項Bϕ，B̃ϕの離散
化に文献 [72][73]の方法を用いると，式 (2.134)～(2.137)は次のように表現できる.

1st step

L1st,1
1 ϕ

k+ 1
2

x,i−1,j + L1st,1
2 ϕ

k+ 1
2

x,i,j + L1st,1
3 ϕ

k+ 1
2

x,i+1,j =

R1st,1
1 ϕkx,i,j−1 +R1st,1

2 ϕkx,i,j +R1st,1
3 ϕkx,i,j+1 +

{
T 1st,1

}T {
ϕky

}
(2.138)

L1st,2
1 ϕ

k+ 1
2

y,i−1,j + L1st,2
2 ϕ

k+ 1
2

y,i,j + L1st,2
3 ϕ

k+ 1
2

y,i+1,j =

R1st,2
1 ϕky,i,j−1 +R1st,2

2 ϕky,i,j +R1st,2
3 ϕky,i,j+1 +

{
T 1st,2

}T {
ϕ
k+ 1

2
x

}
(2.139)

2nd step

L2nd,1
1 ϕk+1

y,i,j−1 + L2nd,1
2 ϕk+1

y,i,j + L2nd,1
3 ϕk+1

y,i,j+1 =

R2nd,1
1 ϕ

k+ 1
2

y,i−1,j +R2nd,1
2 ϕ

k+ 1
2

y,i,j +R2nd,1
3 ϕ

k+ 1
2

y,i+1,j +
{
T 2nd,1

}T
{
ϕ
k+ 1

2
x

}
(2.140)

L2nd,2
1 ϕk+1

x,i,j−1 + L2nd,2
2 ϕk+1

x,i,j + L2nd,2
3 ϕk+1

x,i,j+1 =

R2nd,2
1 ϕ

k+ 1
2

x,i−1,j +R2nd,2
2 ϕ

k+ 1
2

x,i,j +R2nd,2
3 ϕ

k+ 1
2

x,i+1,j +
{
T 2nd,2

}T {
ϕk+1
y

}
(2.141)

ここで，式中のベクトル {T}，{ϕ}は 6つの成分からなるベクトルであり，その具体的な導出方法
は付録 Cに示す.
式 (2.138)～(2.141)を行列・ベクトル表現で次のように表現する.

1st step

[Γ2] {ϕt}k+
1
2 = [Γ1] {ϕt}k (2.142)

2nd step

[Γ4] {ϕt}k+1 = [Γ3] {ϕt}k+
1
2 (2.143)

ここで，{ϕt}および 2NxNy × 2NxNy の正方行列 [Γα] (α = 1, 2, 3, 4)は次のように表現できる．

{ϕt} =

[
{ϕx}
{ϕy}

]
(2.144)

[Γ1] =

[
δz [Ayy] +

(
1 + δzν

2

)
[I] δz [B]

0 δz[Ãyy] +
(
1 + δzν

2

)
[I]

]
(2.145)

[Γ2] =

[
−δz [Axx] +

(
1− δzν

2

)
[I] 0

−δz[B̃] −δz[Ãxx] +
(
1− δzν

2

)
[I]

]
(2.146)

[Γ3] =

[
δz [Axx] +

(
1 + δzν

2

)
[I] 0

δz[B̃] δz[Ãxx] +
(
1 + δzν

2

)
[I]

]
(2.147)

[Γ4] =

[
−δz [Ayy] +

(
1− δzν

2

)
[I] −δz [B]

0 −δz[Ãyy] +
(
1− δzν

2

)
[I]

]
(2.148)

ここで，δz = ∆z
j4k0n0

と定義している．
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2.4.3 電力の評価方法

コアとクラッドの比屈折率差が大きな強導波路デバイスを解析する場合，電力を電界あるいは
磁界のみで評価する方法では電力が保存されないことが指摘されている [74]～[76]．電界と磁界の
両方を用いて電力評価を行うことにより，より正確な電力評価が可能となることが考えられる．
モードの直交性より，n番目のモードの複素振幅係数 cnは次のように表現できる.

cn =

∫∫
Ω

(
HyE

∗
x,n −HxE

∗
y,n

)
dxdy∫∫

Ω

(
Hy,nE∗

x,n −Hx,nE∗
y,n

)
dxdy

(2.149)

式 (2.149)の複素振幅係数は電界と磁界の固有モードフィールドをあらかじめ求めておき，未知変
数を磁界として BPM解析を実行することにより算出する．磁界を未知変数としているのは，電界
は媒質境界で不連続となるためであり，磁界を未知変数として BPM解析を実行した方が精度の向
上が見込めるためである．よって，式 (2.35)より，n番目のモードの実効電力は次式で計算できる.

Pn =
1

2
|cn|2Re

{∫∫
Ω

(
Ex,nH

∗
y,n − Ey,nH

∗
x,n

)
dxdy

}
(2.150)
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2.5 2次元時間領域有限差分ビーム伝搬法

2.5.1 波動方程式

∂/∂y = 0とする 2次元問題の場合，Maxwellの方程式 (2.1)，(2.2)を成分ごとに書くと次のよう
になる．

− 1

sz

∂Ey

∂z
= −µ0

∂Hx

∂t
(2.151)

1

sz

∂Ez

∂z
− 1

sx

∂Ey

∂x
= −µ0

∂Hy

∂t
(2.152)

1

sx

∂Ey

∂x
= −µ0

∂Hz

∂t
(2.153)

− 1

sz

∂Hy

∂z
= ε0εr

∂Ex

∂t
(2.154)

1

sz

∂Hz

∂z
− 1

sx

∂Hy

∂x
= ε0εr

∂Ey

∂t
(2.155)

1

sx

∂Hy

∂x
= ε0εr

∂Ez

∂t
(2.156)

このとき，TE波 (主成分は Ey)の波動方程式が式 (2.151)，(2.153)，(2.155)から，TM波 (主成
分はHy)の波動方程式が式 (2.152)，(2.154)，(2.156)からそれぞれ次のように求められる．

εr
c2
∂2Ey

∂t2
=

1

sz

∂

∂z

(
1

sz

∂Ey

∂z

)
+

1

sx

∂

∂x

(
1

sx

∂Ey

∂x

)
(2.157)

1

c2
∂2Hy

∂t2
=

1

sz

∂

∂z

(
1

szεr

∂Hy

∂z

)
+

1

sx

∂

∂x

(
1

sxεr

∂Hy

∂x

)
(2.158)

式 (2.157)，(2.158)は統一的に次のように書ける．

εr
c2
∂2Φ

∂t2
= (Dzz +Dxx)Φ (2.159)

ここで，演算子Dαα (α = x, z)は次のように定義している．

DααΦ =


1
sα

∂
∂α

(
1
sα

∂Φ
∂α

)
(Φ = Ey)

εr
sα

∂
∂α

(
1

sαεr
∂Φ
∂α

)
(Φ = Hy)

(2.160)

2.5.2 狭帯域時間領域ビーム伝搬法

電磁界 Φの次のような表現を考える．

Φ(x, z, t) = Re {ϕ(x, z, t) exp (jω0t)} (2.161)

ω0は解析する光波の中心周波数であり，光波に含まれる周波数成分が ω0に非常に近い場合，ϕは
時間方向に緩やかに振動する関数となる．式 (2.161)を式 (2.159)に代入し，SVEA∣∣∣∣∂2ϕ∂t2

∣∣∣∣≪ ∣∣∣∣2ω0
∂ϕ

∂t

∣∣∣∣ (2.162)
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を適用して ∂2ϕ/∂t2 ≈ 0とすると，次の狭帯域 (Narrow Band, NB)TD-BPMの基本方程式が導ける．

∂ϕ

∂t
= {ζ (Dzz +Dxx) + ξ}ϕ (2.163)

ここで，ζ，ξは次のように定義している．

ζ =
c2

j2ω0εr

ξ =
ω0

j2

2.5.3 Crank-Nicolson法と交互方向陰解法に基づく定式化

式 (2.163)に Crank-Nicolson法を適用して整理すると次のようになる．

{1− δt (Dzz +Dxx + ν)}ϕk+1 = {1 + δt (Dzz +Dxx + ν)}ϕk (2.164)

ここで，時間軸の刻み幅を∆tとして，ϕkはϕ(x, z, k∆t)を表し，δt，νは次のように定義している．

δt =
c2∆t

j4ω0εr
=

c∆t

j4k0εr

ν =
ω2
0εr
c2

= k20εr

式 (2.164)に ADIMを適用して{
1− δt

(
Dzz +

ν

2

)}{
1− δt

(
Dxx +

ν

2

)}
ϕk+1

=
{
1 + δt

(
Dzz +

ν

2

)}{
1 + δt

(
Dxx +

ν

2

)}
ϕk (2.165)

を得る．式 (2.165)は中間界 ϕk+
1
2 を導入して次のように計算できる．

1st step{
1− δt

(
Dzz +

ν

2

)}
ϕk+

1
2 =

{
1 + δt

(
Dxx +

ν

2

)}
ϕk (2.166)

2nd step{
1− δt

(
Dxx +

ν

2

)}
ϕk+1 =

{
1 + δt

(
Dzz +

ν

2

)}
ϕk+

1
2 (2.167)

式 (2.166)，(2.167)は，横方向の差分化により次のように表現できる．

1st step

L1st
1 ϕ

k+ 1
2

i−1,j + L1st
2 ϕ

k+ 1
2

i,j + L1st
3 ϕ

k+ 1
2

i+1,j = R1st
1 ϕki,j−1 +R1st

2 ϕki,j +R1st
3 ϕki,j+1 (2.168)

2nd step

L2nd
1 ϕk+1

i,j−1 + L2nd
2 ϕk+1

i,j + L2nd
3 ϕk+1

i,j+1 = R2nd
1 ϕ

k+ 1
2

i−1,j +R2nd
2 ϕ

k+ 1
2

i,j +R2nd
3 ϕ

k+ 1
2

i+1,j (2.169)

ここで，ϕki,j は ϕ(i∆x, j∆z, k∆t)を意味している．本研究では，TD-BPM解析において横方向の
差分化には 2次精度の高精度差分式 [59]を用いている．係数L1st

α ，R
1st
α ，L

2nd
α ，R2nd

α (α = 1, 2, 3)

の具体的な導出方法は付録 Dに示す.
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式 (2.168)，(2.169)は行列・ベクトル形式で次のように表現できる.

1st step

[Γ2]k {ϕ}k+ 1
2
= [Γ1]k {ϕ}k (2.170)

2nd step

[Γ4]k {ϕ}k+1 = [Γ3]k {ϕ}k+ 1
2

(2.171)

[Γα](α = 1, 2, 3, 4)は計算領域端の境界条件の処理によってNzNx ×NzNxの正方行列となる．セ
ミベクトル BPMの場合と同様，3重対角行列の処理のみで次ステップの界が求められる.

2.5.4 電力の評価方法

TD-BPMではガウシアンパルスの伝搬解析によって，1度の解析により透過電力スペクトルが
算出可能である．導波路を伝搬するパルスの観測面を入射側と出力側の 2箇所に設置し，観測パ
ルスをそれぞれ ϕin(α, t)，ϕout(α, t) [α ∈ {x, z}]とする．観測されるパルスのうち，任意のポート
の固有モードフィールド成分はモードフィールドの直交性より，次式で計算できる．

ϕX,n(t) =

∫
Ω
ψ∗
n(α)ϕX(α, t)dα (2.172)

ここで，X ∈ {in, out}，ψnは n番目のポートにおける固有モードフィールドである．
このとき，port1を入射ポートとすると，正規化透過電力スペクトルは次式で計算できる．

P (λ) =

∣∣∣∣∣
∫ T
0 ϕout,n(t) exp(−j 2πcλ t)dt∫ T
0 ϕin,1(t) exp(−j 2πcλ t)dt

∣∣∣∣∣
2

(2.173)

ここで，λは波長，T は TD-BPMにおける最大観測時間である．式 (2.173)の分子分母はそれぞれ
FFTにより効率的に計算できる．
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2.6 虚軸ビーム伝搬法

固有モード電磁界を数値計算により算出する手法として，虚軸 BPM(Imaginaly Distance BPM，
ID-BPM)[77]～[79]がある. ID-BPMは BPM解析ソルバとの適合性に優れているため，本研究で
は固有モードの算出に ID-BPMを用いる. 以下に，ID-BPMの概要を述べる.
+z方向に伝搬する電磁界の横方向成分Φtは，固有モードフィールドの重ね合わせとして次の

ように表現できる.

Φt(x, y, z) =
∑
n

cnΦt,n(x, y) exp(−jβnz) (2.174)

ここで，cn，Φt,n，βnはそれぞれ n番目の固有モードの複素振幅，フィールドパターン，位相定
数である. 伝搬軸を z方向から虚軸方向に変更し，z → jτ とすると

Φt(x, y, z) =
∑
n

cnΦt,n(x, y) exp(βnτ) (2.175)

となる. 入射電磁界を虚軸方向に十分長い距離伝搬させると，位相定数が最も大きな基本モード
の振幅が支配的となるため，その固有モードフィールドが抽出できる. 実際のプログラムでは，
∆z → j∆τ の変更を行うのみで ID-BPMによる固有モード解析が実行できる.

ID-BPMでは，ステップ毎に伝搬フィールドから平均実効屈折率 ne(= βn/k0)を見積り，参照
屈折率 n0を neに動的更新することによって，精度良く固有モードフィールドおよびその位相定
数が算出できる. フルベクトル解析の場合を例にとると，+zに伝搬する光波の位相定数が βnで
ある場合，波動方程式 (2.120)，(2.121)より次が導ける．

βn
2
Φt =

[
Axx +Ayy + k0εr B

B̃ Ãxx + Ãyy + k0εr

]
Φt ≡ [P ]Φt (2.176)

両辺に (Φ∗
t ·)を作用させ，横方向計算領域 Ωにわたって積分して式を整理すると次が得られる．

βn =

√∫∫
ΩΦ∗

t · [P ]Φtdxdy∫∫
ΩΦ∗

t ·Φtdxdy
(2.177)

式 (2.177)を用いて伝搬フィールドからその平均的な位相定数 βnを見積り，これを参照屈折率に
反映させながら解析を行うと，βnは目的の固有モードの位相定数に漸近していく．
高次の固有モードを求める場合，固有モードの偶奇対称性を利用するか，あるいはGram-Schmidt

の直交化法を利用する [80]，[81]. n番目の高次モードを求める場合，それよりも低次のモードを
全て先に求めておき，低次モード成分を除去しながら ID-BPM解析を行う．すなわち，伝搬ステッ
プ毎に

Φt ← Φt −
n−1∑
m=0

cmΦt,m (2.178)

の操作をすることによって，n番目の高次モードフィールドΦt,nが求められる.
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第3章 感度解析に基づく光導波路デバイスの構造
最適設計

本章では，光導波路デバイスの感度解析に基づく構造最適化手法の流れおよび最適化の実装に
必要な種々の技法について述べる．トポロジー最適化では設計領域内部の材料分布を何らかの設計
変数により表現する必要があり，初歩的な構造表現手法として密度法がある．密度法は設計領域を
いくつかのドメインに分割し，それぞれのドメインに密度パラメータと呼ばれる設計変数を割り当
て，その密度パラメータを媒介変数として材料分布を表現する方法である．また，構造最適化問題
では，所望のデバイス出力特性を目的関数で表現し，それを最小化 (あるいは最大化)する設計変数
の組を探索する．感度解析に基づいて最小化問題を解く方法として，線形計画法，MMA(Method
of Moving Asymptotes)[44]に代表される逐次凸計画法，勾配法が利用できる．本研究では，構造表
現手法および設計変数空間の探索手法はそれぞれ初歩的な手法の利用を考え，構造表現手法とし
て密度法，探索手法として勾配法の中で最も初歩的な最急降下法を適用した場合を検討する．密
度法を適用した場合，コア材料とクラッド材料の中間的な屈折率を持つ，いわゆるグレイ領域の
出現やチェッカーボードパターンに代表される複雑な構造の出現が問題となる．本章では，0から
1への遷移領域を設けた，改良したHeaviside関数を利用したグレイ領域の除去方法および画像処
理の分野で利用されている平滑化フィルタを利用した複雑な構造の除去方法についても述べる．

3.1 感度解析に基づく構造適設計

図 3.1に本研究における構造最適化のフローチャートを示す. 本研究におけるトポロジー最適化
では，初期構造を決定したのち，BPMによる光波伝搬解析，目的関数の収束判定，設計変数に対
する目的関数の感度計算，設計変数の更新を繰り返すことによって最適化構造を得る. それぞれの
プロセスの概要を以下に説明する.

初期構造の決定

トポロジー最適化では，所望の特性を最大限満たすような構造を自動的に発現させることがで
きるため，問題によっては一様媒質を初期構造として与えても特性の良い構造が得られる場合が
ある. しかし，目的関数が多峰性を有する等，目的関数の性質によっては初期構造依存性が強くな
る場合があり，この場合は特別な初期構造を考える必要がある．本研究では，

• 一様媒質

• 既に提案されている原理に基づくデバイス構造

のいずれかを初期構造として与える.
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図 3.1: 勾配法に基づくトポロジー最適化のフローチャート．
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BPMによる光波伝搬解析

このプロセスでは，BPM解析によってデバイスを伝搬する光波の振る舞いを解析し，目的関数
の値を計算する.
本研究では特に，デバイスの特性が出力パワーで表現される場合を考える．出力パワーは Sパ

ラメータ (正規化振幅透過係数)により表現できる. BPM解析によってデバイスの出力ポートにお
ける出力電磁界を計算し，特定の固有モードに対する Sパラメータを求め，その透過パワーを計
算する. 固有モードの正規直交性を仮定すると，入射ポート (port 1)から n番目のポートへの Sパ
ラメータは次式で計算できる.

Sn1 =

∫∫
Ω

(
ψ∗
y,nϕx,Nz−1 − ψ∗

x,nϕy,Nz−1

)
dxdy (3.1)

ここで，P1は入射電磁界の電力であり，ϕ，ψは (ϕ, ψ) ∈ {(E,H), (H,E)}である. ψnは n番目
のポートの固有モード電磁界フィールドであることを表しており，Nz は z方向における分割数，
ϕNz−1は BPMにより計算されたNz − 1ステップ目の電磁界 (出力ポートにおける電磁界)である.
横方向を有限差分法で離散化する場合，式 (3.1)の積分は区分求積法を適用して次のように表現で
きる.

Sn1 = ∆x∆y
(
{ψy,n}† {ϕx}Nz−1 − {ψx,n}† {ϕy}Nz−1

)
≡ {gn}† {ϕt}Nz−1 (3.2)

{gn} = ∆x∆y

[
{ψy,n}
−{ψx,n}

]
(3.3)

{ϕt}Nz−1 =

[
{ϕx}Nz−1

{ϕy}Nz−1

]
(3.4)

ここで，† はエルミート転置 (共役転置)をとることを表している．n番目のポートにおける固有
モードの正規化出力パワーは |Sn1|2により計算できる．

目的関数の収束判定

収束判定は，反復回数が α回目の目的関数の値を Cαとして，

δ > |Cα − Cα−1| (3.5)

により判定する場合が多い. ここで，δは任意の微小量である. ただし，本研究では直線探索を行
わない最急降下法により設計空間の探索を行う設計例があり，その例では規定の回数最適化を反
復し，その中で最も特性の良い構造を最適構造としている場合もある.

設計パラメータの感度解析

感度解析では，目的関数 C の設計変数 ρに対する勾配{
∂C
∂ρ1

∂C
∂ρ2

∂C
∂ρ3
· · · ∂C

∂ρN

}T
≡ ∇ρC

を計算する. ここで，N は設計パラメータの数である.
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トポロジー最適化法では通常設計パラメータの数が非常に多く，目的関数の勾配を中心差分近
似する場合，設計パラメータの数をN とすると，追加で 2N 回の BPM伝搬解析が必要となる. 随
伴変数法 (Adjoint Variable Method, AVM)は構造最適化法において広く用いられている感度解析手
法であり，1度の追加の光波伝搬解析により目的関数の勾配が計算できる. BPMを伝搬解析手法
とする場合の随伴変数法に基づく感度解析の方法は以降の章で述べる．

設計パラメータの更新

本研究では，勾配法の中で最も単純な最急降下法を用いる. 最急降下法では設計変数を次式によ
り更新する.

ρα+1 = ρα −K∇ρC (3.6)

ここで，ραは反復回数 α回目における設計変数ベクトルである. また，Kは任意の比例係数であ
り，目的関数が確実に最小化されるように直線探索によって決定することが多い. しかし，直線探
索は追加の BPM伝搬解析を必要とし，いくつかの設計例では最適化計算の効率化のため，K を
定数とする場合がある.

3.2 構造表現手法

密度法では，設計領域内を正方セル等のドメインで分割し，各ドメインに正規化密度パラメー
タ ρを割り当てて比誘電率分布を表現する. 導波路構造が 2媒質 (比誘電率:εr,1，εr,2)で構成され，
かつコアの高さが一様である場合，離散セルで分割された設計領域内部における比誘電率分布は
ρを用いて次のように表現できる.

εr,i,k = εr,2 + (εr,1 − εr,2) ρi,k (3.7)

ここで，εr,i,k = εr(i∆x, k∆z)，ρi,k = ρ(i∆x, k∆z)である．
しかし，式 (3.7)で材料分布を表現する場合，ρが 0(ホワイト)と 1(ブラック)の中間的な値 (グ

レイな値)をとりうる. 実際のデバイスではコアかクラッド材料に 2値化する必要があり，このグ
レイ領域をしきい値を基準に 2値化したとき，特性が劣化する場合がある.
本研究では，グレイ領域の出現を最終的に除去するため，次のように比誘電率を表現する.

εr,i,k = εr,2 + (εr,1 − εr,2)H (ρi,k) (3.8)

ここで，H(ρ)は改良した Heaviside階段関数であり，次のように定義する.

H(ρ) =


1

2
(2ρ)r (0 ≤ ρ ≤ 0.5)

1−
1

2
(2− 2ρ)r (0.5 < ρ ≤ 1)

(3.9)

ここで，rはグレイ領域の出現を抑制するペナルティ係数であり，関数H(ρ)の値は rによって図
3.2のように変化する. 図より，rが大きくなるほどH(ρ)が階段関数に近づき，グレイ領域の出現
範囲が小さくなることがわかる.
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最適化の初期段階から rが大きい値の場合，ρの分布があまり大きく変動せず，最適化が進まな
いおそれがある. そのため，本研究では，最適化の反復回数を重ねるにつれて rの値を大きくする
方法をとる. 具体的には，

(1) 最適化の総反復回数および rの最小値と最大値を指定し，反復毎に rを線形に増加させる
方法

(2) rの最小値と最大値のみを指定し，目的関数の変化量が十分小さくなった場合に rを増加さ
せる方法

のいずれかの方法を採用している．すなわち (1)の方法では，rの最大値，最小値をそれぞれ rmax，
rmin，最適化の総反復回数をN として，反復 i回目におけるペナルティ係数を riを

ri = rmin + (rmax − rmin)
i

N
(3.10)

により決定する．(2)の方法では，r0 = rmin，任意の定数を α，微小量を δとして

ri+1 =

{
αri (|Ci − Ci−1| < δ)

ri (else)
(3.11)

により rを決定する．
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 0.2  0.4  0.6  0.8
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 0.0  1.0

H
(ρ
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ρ
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r = ∞

図 3.2: 遷移領域を設けた Heaviside階段関数．
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3.3 構造単純化のための平滑化フィルタ

光導波路デバイスのトポロジー最適化において，実際の作成が困難である複雑な構造がしばし
ば出現する. 本研究では，反復毎あるいは任意の反復回数を経る毎に，正規化密度パラメータに対
して 3× 3単純移動平均フィルタを適用し，構造の単純化を目指す.

ρfilteredi,k =
1∑

n=−1

1∑
m=−1

ρi+n,k+m

9
(3.12)

設計例によっては，次のように感度空間に対して 3× 3単純移動平均フィルタを適用する場合も
ある．(

∂C

∂ρi,k

)filtered

=

1∑
n=−1

1∑
m=−1

1

9

(
∂C

∂ρi+n,k+m

)
(3.13)

ここで，C は目的関数を意味している．
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第4章 2次元ビーム伝搬法を用いた光導波路デバ
イスのトポロジー最適化

本章では，光波伝搬解析手法として 2章で述べた 2次元ビーム伝搬法，構造表現手法として 3章
で述べた密度法，感度解析手法として随伴変数法を適用する場合に対して，具体的な感度解析の
方法を述べる．定式化した感度解析手法を曲がり導波路のトポロジー設計問題へ適用し，感度解
析手法の妥当性を確認する．さらに，本手法を入力信号の電力を分岐するパワー分岐導波路のト
ポロジー最適設計問題へ適用し，本手法の汎用性を確認する．

4.1 感度解析手法

正規化透過電力の正規化密度パラメータに対する感度は，

∂ |Sn1|2

∂ρ
= S∗

n1

∂Sn1
∂ρ

+ Sn1
∂S∗

n1

∂ρ

= S∗
n1

∂Sn1
∂ρ

+

(
S∗
n1

∂Sn1
∂ρ

)∗

= 2Re

{
S∗
n1

∂Sn1
∂ρ

}
(4.1)

となり，正規化透過電力の感度は Sパラメータの感度を求めることによって計算できる. 1番目の
ポートから n番目の出力ポートへの Sパラメータは式 (3.2)より，

Sn1 = {gn}† {ϕ}Nz−1 (4.2)

となる. ここで，ベクトル {gn}は n番目の出力ポートの固有モードフィールド {ψn}に関するベ
クトルであり，

{gn} = ∆x {ψn} (4.3)

である. 離散点ごとに正規化密度パラメータが割り当てられ，座標 (i∆x, k∆z)における正規化密
度パラメータを ρi,kとする．式 (4.2)の両辺を ρi,kで微分して次を得る．

∂Sn1
∂ρi,k

= {gn}†
∂ {ϕ}Nz−1

∂ρi,k
(4.4)

ただし，ここでは出力ポートの導波路形状が設計空間に含まれない場合を仮定している.
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ところで，2DFD-BPMの逐次更新式 (2.33)より，出力ポートにおける電磁界フィールド {ϕ}Nz−1

は次のように表現できる.

{ϕ}Nz−1 =
(
[A]−1[B]

)
Nz−2

(
[A]−1[B]

)
Nz−3

· · ·

· · ·
(
[A]−1[B]

)
k+1

(
[A]−1[B]

)
k

(
[A]−1[B]

)
k−1
· · ·

· · ·
(
[A]−1[B]

)
2

(
[A]−1[B]

)
1
{ϕ}0 (4.5)

ここでは，正規化密度パラメータは離散点ごとに割り当てられると仮定しているため，ρi,kに依存
する行列は [A]k，[B]kである. そのため，式 (4.5)を ρi,kで微分すると次のようになる．

∂ {ϕ}Nz−1

∂ρi,k
=
(
[A]−1[B]

)
Nz−2

· · ·
(
[A]−1[B]

)
k+1

(
∂[A]−1

k

∂ρi,k
[B]k + [A]−1

k

∂[B]k
∂ρi,k

)
{ϕ}k

=
(
[A]−1[B]

)
Nz−2

· · ·
(
[A]−1[B]

)
k+1

(
−[A]−1

k

∂[A]k
∂ρi,k

[A]−1
k [B]k + [A]−1

k

∂[B]k
∂ρi,k

)
{ϕ}k

=
(
[A]−1[B]

)
Nz−2

· · ·
(
[A]−1[B]

)
k+1

[A]−1
k

(
−∂[A]k
∂ρi,k

{ϕ}k+1 +
∂[B]k
∂ρi,k

{ϕ}k
)

(4.6)

式 (4.6)を式 (4.4)に代入して，次の式を得る.

∂Sn1
∂ρi,k

= {λn,k}T
(
−∂[A]k
∂ρi,k

{ϕ}k+1 +
∂[B]k
∂ρi,k

{ϕ}k
)

(4.7)

ここで，T は転置をとることを表しており，随伴ベクトル {λn,k}T は次のように定義している．

{λn,k}T = {gn}†
(
[A]−1[B]

)
Nz−2

(
[A]−1[B]

)
Nz−3

· · ·
(
[A]−1[B]

)
k+1

[A]−1
k (4.8)

この随伴ベクトルは次の随伴方程式を解くことにより算出できる．

[A]Tk {λn,k} =
(
[B]T [A]−1T

)
k+1
· · ·
(
[B]T [A]−1T

)
Nz−3

(
[B]T [A]−1T

)
Nz−2

{gn}∗ (4.9)

式 (4.7)は

∂Sn1
∂ρi,k

= {Ψ}Tk+1

∂
(
[A]−1

k [B]k
)

∂ρi,k
{ϕ}k (4.10)

のように表現を書き換えることができる．すなわち，z = k∆zの断面に属する正規化密度パラメー
タに対する感度は，図 4.1の感度解析の概念図に示すように，z = k∆zまで+z方向に伝搬してき
た電磁界 ϕk，その伝搬ステップにおける伝搬演算子の微係数，および出力ポート (port n)におけ
る固有モードフィールドを z = (k+1)∆zの断面まで「逆伝搬」させたフィールドΨk+1をそれぞ
れ求め，これらの積をとることで計算できる．Ψk+1は，正確には逆伝搬させて得られる界分布で
はなく，式 (4.9)に示すように，出力ポートにおける固有モードフィールドに対して伝搬演算子を
逆方向から作用させていくことによって計算する．単純に Sパラメータを中心差分により計算す
ることも可能だが，この場合，設計変数の数の 2倍だけ追加の BPM伝搬解析が必要になる．上記
の随伴変数法に基づく感度計算方法は，追加の伝搬解析は「逆伝搬」解析の 1度のみで良く，効
率よく Sパラメータの感度が計算できる．
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図 4.1: BPMを用いた場合の随伴変数法に基づく感度解析

4.2 曲がり導波路

S字曲がり導波路の設計モデルを図 4.2に示す. 設計モデルにおける構造パラメータは表 4.1に
まとめて示す. ここで，入出力ポートの導波路幅 wは単一モード動作となるような導波路幅に設
定する.
目的関数は，波長 1.55 µmの TE波が port 1に入射されたとき，port 2への TE波の出力が最大

化，すなわち挿入損失が最小化されるように，次のように設定する.

Minimize C =
(
1− |S21|2

)2
(4.11)

伝搬解析には近軸近似に基づく 2DFD-BPMを用いる．参照屈折率 n0は入射モードの実効屈折
率に固定し，離散点間隔は∆x = 0.2 µm，∆z = 1 µmと設定する．解析領域端の境界条件は透明
境界条件 (Transparent Boundary Condition, TBC)[82][83]を適用する．最速降下法における設計パ
ラメータの移動量はK = 1/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣に固定する．また，密度法におけるペナルティ係数 rは

反復 200回の間に 2から 64まで線形に変化させて設計を行う．
初期構造を ρ = 0.3の一様媒質としてトポロジー最適設計を行い，構造平滑化フィルタの適用

の有無による違いを確認する．構造平滑化フィルタは 3× 3移動平均フィルタを利用し，最適化の
反復ごとに適用する．図 4.3に反復回数に対する目的の出力特性のグラフを示す．図より，構造平
滑化フィルタを用いない場合は反復回数を経るにつれて特性が改善するように最適化が進み，反
復 50回程度で特性が収束している．構造平滑化フィルタを用いた場合は，フィルタを適用した影
響によりわずかな出力パワーの振動がみられるが，おおよそ特性が改善するように最適化が進ん
でいる．2値化した最適化構造および伝搬波形を構造平滑化フィルタを用いなかった場合を図 4.4
に，用いた場合を図 4.5に示す．図 4.4(a)と図 4.5(a)を比較すると，どちらの最適化構造も入出力
ポート付近にモード不整合を低減するような導波路オフセットが付加されており，さらにクラッ
ドへの放射を抑制するグレーティングのような構造が現れている．構造平滑化フィルタを用いな
かった図 4.4(a)の最適化構造はモザイク状の微細な構造の出現が確認できるが，構造平滑化フィ
ルタを用いた図 4.5(a)の構造はそのような微細構造が除去され，より単純な構造が得られている．
最適化構造における正規化出力パワーは，図 4.4(a)では 0.941，図 4.5(a)では 0.955であった．
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図 4.6は正規化出力パワーの波長依存特性である．構造平滑化フィルタを用いなかった場合は
1.45 µm～1.65 µmの帯域でおよそ 0.028のパワーの変動に対し，構造平滑化フィルタを用いた場
合はおよそ 0.021の変動がある．構造平滑化フィルタを用いた場合の方が波長依存性も小さく，出
力特性が良い構造が得られていることがわかる．リブ型導波路における交差導波路の 2次元近似
によるトポロジー最適化例 [15]では，複数の動作波長におけるパワー出力を考慮した目的関数を
設定することにより，単一波長のみを考慮した場合と比較して構造が単純化することが報告され
ている．平滑化フィルタを適用した設計により得られた図 4.5(a)の構造は，微細な構造が除去さ
れたことによって比較的広帯域動作が実現されたのではないかと考えられる．
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図 4.2: S字曲がり導波路の 2次元近似設計モデル

表 4.1: 2次元 S字曲がり導波路の設計モデルにおける構造パラメータ

n1 n2 w L d l D

1.45 1.445 5 µm 800 µm 30 µm 100 µm 40 µm
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図 4.3: 反復回数に対する S字曲がり導波路の正規化出力パワー

(a)最適化構造 (b)伝搬波形 (|Ey|)

図 4.4: 構造平滑化フィルタを適用しなかった場合の S字曲がり導波路の最適化構造と伝搬波形

(a)最適化構造 (b)伝搬波形 (|Ey|)

図 4.5: 構造平滑化フィルタを適用した場合の S字曲がり導波路の最適化構造と伝搬波形
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図 4.6: S字曲がり導波路の最適化構造における正規化出力パワーの波長依存特性
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4.3 パワー分岐導波路

4.3.1 パワー 2分岐導波路

パワー 2分岐素子の設計モデルを図 4.7に示す. 設計モデルにおける構造パラメータは表 4.2に
まとめて示す. ここで，入出力ポートの導波路幅 wは単一モード動作となるような導波路幅に設
定している.
目的関数は，波長 1.55 µmの TE波が port 1に入射されたとき，port 2，port 3へパワーが 1:1で

等分岐するように，次のように設定する.

Minimize C =

(
1

2
− |S21|2

)2

+

(
1

2
− |S31|2

)2

(4.12)

伝搬解析には近軸近似に基づく 2DFD-BPMを用いる．参照屈折率 n0は入射モードの実効屈折
率に固定し，離散点間隔は∆x = 0.2 µm，∆z = 1 µmと設定する. 解析領域端の境界条件は TBC
を適用する. また，密度法におけるペナルティ係数 rは反復 200回の間に 2から 64まで線形に変
化させて設計を行う. 最速降下法における設計パラメータの移動量はK = 1/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣に固定
する．さらに，port 2，3にパワーが均等に分岐するように，x = 50 µmを対称軸とする構造の対
称条件を課して設計を行う. 加えて，より単純な構造を得るため，構造平滑化フィルタ (3× 3移動
平均フィルタ)を最適化の反復ごとに適用して設計を行う.
初期構造を ρ = 0.3の一様媒質としてトポロジー最適設計を行った場合の，反復回数に対する目

的の出力特性のグラフを図 4.8に示す. 図より，構造平滑化フィルタの影響で特性がわずかに振動
しているが，反復回数を経るにつれて出力特性が目標値の 0.5に向かって改善するように最適化が
進んでいることがわかる.

2値化した最適化構造と伝搬波形を図 4.9に示す. 図 4.9(a)より，最適化構造では，出力ポート
付近にモード不整合を抑制するオフセットが付加され，放射を抑制するグレーティングのような
構造も現れている. また，導波路の分岐部分では，直進方向への放射を抑制する構造が現れてお
り，このような構造は文献 [84]などで提案されている. 最適化構造における port 2，3での出力特
性はともに 0.490であった.
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図 4.7: パワー 2分岐素子の 2次元近似設計モデル

表 4.2: パワー 2分岐素子の設計モデルにおける構造パラメータ

n1 n2 w L d1 d2 l D

1.45 1.445 5 µm 500 µm 50 µm 30 µm 50 µm 40 µm
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図 4.8: 反復回数に対するパワー 2分岐導波路の正規化出力パワー
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図 4.9: パワー 2分岐導波路の最適化構造と伝搬波形
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4.3.2 パワー任意分岐導波路

(X : Y )の任意パワー分岐導波路の最適化では，分岐比と過剰損失の項を分けて目的関数を次の
ように設定する．

Minimize C =W1,αC1 +W2,αC2 (4.13)

C1 =
(
X |S31|2 − Y |S21|2

)2
(4.14)

C2 =
(
1− |S21|2 − |S31|2

)2
(4.15)

ここで，W1,α，W2,αは重みであり，次のように選ぶ．

W1,α =
C1,α

C1,α + C2,α
(4.16)

W2,α =
C2,α

C1,α + C2,α
(4.17)

ここで，Cn,αは反復 α回目における目的関数の値である．この重みの導入により，C1とC2のう
ち，特性のより悪い方の目的関数が優先的に最小化されると考えられる.
解析条件および最適化の設計条件はパワー等分岐素子の時と同様とし，初期構造を図 4.9(a)に

示すパワー 2分岐導波路の最適化構造として，(3:2)，(2:1)，(3:1)パワー分岐素子の最適設計をそ
れぞれ行った. 図 4.10にそれぞれのパワー分岐素子の 2値化した最適化構造と伝搬波形を示す. 表
4.3は最適化波長 (1.55 µm)におけるそれぞれのパワー分岐導波路の過剰損失と分岐比である. な
お，過剰損失は次の式によって計算している．

Excess loss = −10 log10
(
|S21|2 + |S31|2

)
(4.18)

表より，最適化構造における各パワー分岐導波路の分岐比をみると，3:2および 2:1分岐導波路で
は目標値の 1.5，2.0を達成しており，3:1分岐導波路においても 2.92と，目的関数に設定した特性
がほぼ実現されていることがわかる. 過剰損失を見ると，最も過剰損失が大きい 3:1分岐導波路に
おいてもその損失が 0.286 dBであり，低損失な分岐導波路が実現できている．図 4.11は最適化構
造における挿入損失と分岐比の波長依存特性である. 図より，最適化構造は挿入損失，分岐比とも
に顕著な波長依存性は見られず波長平坦な動作が実現されている.

表 4.3: 最適化したパワー分岐導波路の波長 1.55 µmにおける過剰損失と分岐比
過剰損失 [dB] 分岐比

(3:2) power divider 0.163 1.50
(2:1) power divider 0.108 2.00
(3:1) power divider 0.286 2.92
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(i)最適化構造 (ii)伝搬波形 (|Ey|)

(a) (3:2)分岐素子

(i)最適化構造 (ii)伝搬波形 (|Ey|)

(b) (2:1)分岐素子

(i)最適化構造 (ii)伝搬波形 (|Ey|)

(c) (3:1)分岐素子

図 4.10: パワー任意分岐導波路の最適化構造と伝搬波形
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図 4.11: パワー 2分岐導波路の最適化構造における過剰損失と分岐比の波長依存特性

47



第5章 3次元セミベクトルビーム伝搬法を用いた
光導波路デバイスのトポロジー最適化

前章では 2次元問題に対する BPMを用いた光導波路のトポロジー最適化法を提案したが，上部
クラッドや基板への光波の放射を考慮したより実際的な設計を行うには 3次元解析が必要である．
本章では偏波の結合が無視できる場合に対して有効な，3次元セミベクトル BPMを用いた感度解
析に基づくトポロジー最適化法について検討を行う．はじめに，構造表現手法に密度法，光波の
伝搬解析手法にADI法を適用したセミベクトル BPMを用いた場合に対して，AVMに基づく感度
解析手法の定式化を行う．提案アプローチを曲がり導波路の設計問題に適用し，全ての未知変数
(Ex，Ey，Hx，Hy)においてトポロジー最適設計が妥当に行われることを示す．また，パワー分
岐導波路，モード次数変換素子への設計問題へと適用し，提案手法の有効性および汎用性を確認
する．

5.1 感度解析手法

セミベクトル問題の場合，1番目のポートから n番目の出力ポートへの Sパラメータは式 (3.2)
より，

Sn1 = {gn}† {ϕ}Nz−1 (5.1)

で算出でき，固有モードフィールドに関するベクトル {gn}は次のように表現される．

{gn} = ∆x∆y {ψn} (5.2)

ここでは，設計領域における屈折率分布は x，z方向のみに構造の変化があり，コアの高さが一様
な平面光波回路素子の設計を考える．このとき，正規化密度パラメータ分布は 2次元問題同様，設
計領域内部において xと zに依存する関数となる．離散点ごとに正規化密度パラメータを割り当
てる場合を考え，座標 (i∆x, k∆z)における正規化密度パラメータを ρi,k とする．式 (5.1)の両辺
を ρi,kで微分して次を得る．

∂Sn1
∂ρi,k

= {gn}†
∂ {ϕ}Nz−1

∂ρi,k
(5.3)

ここで，出力ポートの導波路構造は設計領域に含まれないことを仮定している.
ADI法に基づくセミベクトル FD-BPMの逐次更新式 (2.170)，(2.171)より，出力ポートにおけ
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る電磁界フィールド {ϕ}Nz−1は次のように表現できる.

{ϕ}Nz−1 =
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
Nz−2

(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
Nz−3

· · ·

· · ·
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
k+1

(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
k

(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
k−1
· · ·

· · ·
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
2

(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
1
{ϕ}0

(5.4)

離散点ごとに正規化密度パラメータを割り当てる場合を考えているため，ρi,k に依存する行列は
[Γα]k(α = 1, 2, 3, 4)である. そのため，式 (5.4)を ρi,kで微分して次を得る．

∂ {ϕ}Nz−1

∂ρi,k
=
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
Nz−2

· · ·
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
k+1(

− [Γ4]
−1
k

∂ [Γ4]k
∂ρi,k

{ϕ}k+1 + [Γ4]
−1
k

∂ [Γ3]k
∂ρi,k

{ϕ}k+ 1
2

− [Γ4]
−1
k [Γ3]k [Γ2]

−1
k

∂ [Γ2]k
∂ρi,k

{ϕ}k+ 1
2
+ [Γ4]

−1
k [Γ3]k [Γ2]

−1
k

∂ [Γ1]k
∂ρi,k

{ϕ}k
)

(5.5)

式 (5.5)を式 (5.3)に代入して，次の式を得る.

∂Sn1
∂ρi,k

= −
{
λn,k+1/2

}T ∂ [Γ4]k
∂ρi,k

{ϕ}k+1 +
{
λn,k+1/2

}T ∂ [Γ3]k
∂ρi,k

{ϕ}k+ 1
2

−{λn,k}T
∂ [Γ2]k
∂ρi,k

{ϕ}k+
1
2 + {λn,k}T

∂ [Γ1]k
∂ρi,k

{ϕ}k (5.6)

ここで，随伴変数ベクトル
{
λn,k+1/2

}
，{λn,k}は次のように定義している．{

λn,k+1/2

}T
= {gn}†

(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
Nz−2

· · ·
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
k+1

[Γ4]
−1
k

(5.7)

{λn,k}T =
{
λn,k+1/2

}T
[Γ3]k [Γ2]

−1
k (5.8)

すなわち，随伴変数ベクトルは次の随伴変数方程式を解くことにより算出できる.

[Γ4]
T
k

{
λn,k+1/2

}
=
(
[Γ1]

T [Γ2]
−1T [Γ3]

T [Γ4]
−1T

)
k+1
· · ·

· · ·
(
[Γ1]

T [Γ2]
−1T [Γ3]

T [Γ4]
−1T

)
Nz−2

{gn}∗ (5.9)

[Γ2]
T
k {λn,k} = [Γ3]

T
k

{
λn,k+1/2

}
(5.10)

2次元問題の場合と同様，光波伝搬の順方向と「逆方向」の 2度の BPM解析により Sパラメータ
に対する設計変数の感度を効率よく計算できる．
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5.2 曲がり導波路

曲がり導波路の設計問題を通して，前節で定式化した感度解析手法の妥当性を確認する．S字曲
がり導波路の設計モデルを図 5.1に示す．設計モデルにおける構造パラメータは表 5.1にまとめて
示す．目的関数は，port 1に波長 1.55 µmの基本モードが入射されたとき，port 2におけるその出
力が最大化されるように，次のように設定する．

Minimize C =
(
1− |S21|2

)2
(5.11)

伝搬解析には近軸近似と ADI法に基づくセミベクトル FD-BPMを用いる．参照屈折率 n0は入射
モードの実効屈折率に固定し，離散点間隔は∆x = ∆y = 0.2 µm，∆z = 1 µmと設定する．解析
領域端には厚さ 10 µmの PMLを装荷し，PML終端は電気壁あるいは磁気壁とする．
はじめに，全ての未知変数 (Ex，Ey，Hx，Hy)に対して感度解析が妥当に実行されるか確認する．

感度解析の妥当性の確認のため，最速降下法におけるステップ幅は十分小さくK = 0.01/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣
とし，平滑化フィルタを適用せずに最適設計を行う．初期構造は ρ = 0.3の一様媒質を与え，密度
法におけるペナルティ係数 rは反復 200回の間に 8から 1024まで線形に変化させて設計を行う．
図 5.2にそれぞれの未知変数に対する，最適化の反復回数に対する正規化出力パワーのグラフを示
す．図 5.2およびその挿入図より，全ての未知変数において反復回数が進むにつれて特性が改善し
ていることが確認できる．したがって，本トポロジー最適化手法がどの未知変数においても妥当
に実行できることが確認できた．図 5.3に未知変数の違いによる最適化構造とその伝搬波形を示
す．図 5.3(a)(c)(e)(f)に示す最適化構造を見ると，未知変数によって最適化構造に大きな違いは無
く，入出力ポート部においてモード不整合を低減する導波路オフセットが付加されていることが
確認できる．また，2次元近似設計における曲がり導波路の最適化構造とは異なり，放射を抑制す
るようなグレーティング構造は現れておらず，代わりに導波路幅を広くしてコアへの閉じ込めを
強くし，深さ方向への放射を抑制するような導波路構造となっているように見える．これは，あ
えてクラッド部へ放射させるような構造だと，実際には放射損失が大きくなってしまうためと考
えられ，3次元最適設計によって実際的な最適化構造が得られることがわかる．各最適化構造にお
いて，正規化出力パワーはそれぞれ 0.929(Ex), 0.930(Hy), 0.924(Ey), 0.929(Hx)であり，挿入損失
が 0.343 dB以下の曲がり導波路が実現されている．
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図 5.1: S字曲がり導波路の最適設計モデル

表 5.1: S字曲がり導波路の設計モデルにおける構造パラメータ
n1 n2 w h l d D H L

1.45 1.445 8 µm 4 µm 100 µm 30 µm 20 µm 15 µm 900 µm
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図 5.2: 各未知変数の違いによる反復回数に対する S字曲がり導波路の正規化出力パワー
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(a)最適化構造 (ϕ = Ex) (b)伝搬波形 (ϕ = Ex)
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(c)最適化構造 (ϕ = Ey) (d)伝搬波形 (ϕ = Ey)
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図 5.3: 未知変数の違いによる S字曲がり導波路の最適化構造とその伝搬波形
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続いて，平滑化フィルタ (3× 3移動平均フィルタ)を最適化の反復毎に適用して最適設計を行っ
た結果を示す．また，ここでは，初期構造による最適化構造の違いについても議論する．最速降
下法におけるステップ幅は K = 1/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣に固定し，未知変数は Hy とする．初期構造は

ρ = 0.3の一様媒質あるいは入出力ポートをつなぐ傾斜直線導波路 (コア部:ρ = 0.8，クラッド部
ρ = 0.3)を与え，密度法におけるペナルティ係数 rは反復 200回の間に 8から 1024まで線形に変
化させて設計を行う．図 5.4に最適化の反復回数に対する正規化出力パワーのグラフを示す．図よ
り，平滑化フィルタを適用しているため出力特性がわずかに振動しているが，おおむね反復毎に
特性が改善していることがわかる．また，特性の改善の様子は異なるが，初期構造にかかわらず
どちらもほぼ同じ出力値に収束している．図 5.5に最適化構造とその伝搬波形を示す．図 5.5(a)(c)
の挿入図を見ると，平滑化フィルタを適用しない場合の最適化構造と比較して微細な構造が除去
されており，より実際的な構造が得られている．最適化構造はどちらの構造も導波路オフセットが
付加されており，かつ幅の太い導波路が形成されている．放射損失を低減する原理としてはどち
らも共通であると考えられるため，この問題においては，最適化構造の顕著な初期構造依存性は
見られない．正規化出力パワーは図 5.5(a)において 0.947，図 5.5(c)において 0.941であった．挿
入損失が 0.254 dB以下であり，平滑化フィルタを適用しない場合より損失が改善している．これ
は，微細な構造による散乱損失の影響が構造平滑化フィルタの影響により除去されたことが一つ
の理由と考えられる．
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図 5.4: 構造平滑化フィルタを適用した場合の反復回数に対する S字曲がり導波路の正規化出力
パワー
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図 5.5: 構造平滑化フィルタを適用した場合の S字曲がり導波路の最適化構造と伝搬波形
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5.3 パワー 2分岐導波路
入力パワーを 2等分岐する導波路の設計問題を通して，本手法のさらなる汎用性を確認する．パ

ワー 2分岐導波路の 3次元設計モデルを図 5.6に示す．設計モデルにおける構造パラメータは表
5.2にまとめて示す．目的関数Cは，port 1に波長 1.55 µmの x偏波基本モードが入射されたとき，
正規化出力パワーが port 2，port 3へ等分岐されるように，次のように設定する．

Minimize C =

(
1

2
− |S21|2

)2

+

(
1

2
− |S31|2

)2

(5.12)

伝搬解析には近軸近似と ADIMに基づくセミベクトル FD-BPMを用いる．参照屈折率 n0は入
射モードの実効屈折率に固定し，離散点間隔は∆x = ∆y = 0.2 µm，∆z = 1 µmと設定する．解
析領域端には厚さ 10 µmの PMLを装荷し，PML終端は電気壁あるいは磁気壁とする．最速降下
法におけるステップ幅はK = 1/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣に固定し，未知変数はHyとする．密度法における

ペナルティ係数 rは反復 200回の間に 8から 1024まで線形に変化させて設計を行う．さらに，出
力パワーのばらつきが生じないようにするため，x = 50 µmを対称面とする構造対称条件を課し
て設計を行う．加えて，微細な構造の出現を回避するため，構造平滑化フィルタ (3× 3移動平均
フィルタ)を最適化の反復ごとに適用して設計を行う.
本設計においても，異なる 2つの初期構造を与えて，最適化構造の初期構造依存性を確かめる．

初期構造として設計領域において ρ = 0.3の一様媒質および直線Y分岐導波路 (コア領域:ρ = 0.8，
クラッド領域 ρ = 0.3)を与える．図 5.7に最適化の反復回数に対する正規化出力パワーのグラフ
を示す．port 2と port 3の出力は対称条件を課しているため同じであり，ゆえに図では片方の port
の正規化出力パワーのみを示している．図より，平滑化フィルタの影響による特性の振動が見ら
れるが，どちらの場合も最適化の反復毎に目標値である 0.5に向かって特性が改善していることが
確認できる．図 5.8に最適化構造および伝搬波形を示す．図を見ると，どちらの最適化構造も出力
ポート付近にモード不整合を抑制するオフセットが付加されている．また，図 5.8(a)(c)の拡大図
に示すように，導波路の分岐部では類似した構造が現れている．この構造は文献 [84]等で提案さ
れているような，分岐部分における正面方向への放射損失を低減する構造になっていると考えら
れる．そのため，動作原理の観点から見ると，最適化構造の顕著な初期構造依存性は見られない．
最適化構造における port 2(port 3)における正規化出力パワーは，図 5.8(a)では 0.471，図 5.8(c)で
は 0.478であり，過剰損失にしてそれぞれ 0.259 dB，0.195 dBである．初期構造として直線 Y分
岐導波路を用いたが，この構造をコア・クラッドに 2値化した構造において port 2(port 3)の出力
パワーは 0.413，過剰損失にして 0.830 dBであり，この構造と比較して大幅に特性が改善されて
いる．
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図 5.6: パワー 2分岐導波路の 3次元最適設計モデル

表 5.2: パワー 2分岐導波路の 3次元設計モデルにおける構造パラメータ
n1 n2 w h l d1 d2 H L D

1.45 1.445 8 µm 4 µm 50 µm 40 µm 20 µm 15 µm 900 µm 40 µm
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図 5.7: 反復回数に対するパワー 2分岐導波路の正規化出力パワー

(a)最適化構造 (初期構造:一様媒質) (b) (a)における伝搬波形 (|Hy|)

(c)最適化構造 (初期構造:直線 Y分岐導波路) (d) (c)における伝搬波形 (|Hy|)

図 5.8: パワー 2分岐素子の最適化構造と伝搬波形
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5.4 モード次数変換素子

既存の波長分割多重 (Wavelength Division Multiplexing, WDM)システムの伝送容量の限界を越え
るため，モード分割多重 (Mode Division Multiplexing, MDM)システムが次世代システムの候補と
して考案されている．MDMシステムにおいてモード多重された信号の生成・分離を行う集積光回
路ベースのモードマルチプレクサにおいて，モード次数変換器は必須の基本要素である．本章の
これまでの設計例では，単一モード動作の導波路素子を考えてきたが，ここでは x偏波第 1高次
モード (TE1モード)を基本モード (TE0)に変換するモード次数変換素子の設計を行い，本設計手
法が複数のモードを扱う素子に対しても有効であることを示す．
図 5.9にモード次数変換素子の 3次元設計モデルを示す．図中の構造パラメータは表 5.3にまと

めて示す．目的関数Cは，port 1に波長 1.55 µmの TE1モードが入射されたとき，port 2における
基本モードの正規化出力パワーが最大化されるように，次のように設定する．

Minimize C =
(
1−

∣∣S21(TE1→TE0)

∣∣2)2 , (5.13)

ここで，
∣∣S21(TE1→TE0)

∣∣2 は port 1に TE1 モードが入射されたときの port 2における TE0 モード
の正規化出力パワーである．伝搬解析には近軸近似と ADIMに基づくセミベクトル FD-BPMを
用いる．参照屈折率 n0は入射モードの実効屈折率に固定し，離散点間隔は∆x = ∆y = 0.2 µm，
∆z = 2 µmと設定する．解析領域端には厚さ 10 µmの PMLを装荷し，PML終端は電気壁あるい
は磁気壁とする．最速降下法におけるステップ幅はK = 1/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣に固定し，未知変数は
Hyとする．密度法におけるペナルティ係数 rは反復 1500回の間に 1から 1024まで線形に変化さ
せて設計を行う．また，構造平滑化フィルタ (3× 3移動平均フィルタ)を最適化の反復ごとに適用
して設計を行う.
初期構造に ρ = 0.3の一様媒質と入出力ポートを結ぶ直線テーパ (コア領域:ρ = 0.8，クラッド

領域 ρ = 0.3)を与え，最適化結果の初期構造依存性を比較する．図 5.10に最適化の反復回数に対
する正規化出力パワーを示す．図より，初期構造によって出力パワーの収束値に多きな差が現れ
ており，一様媒質を初期構造として与えた場合の方が良い特性が得られている．本章におけるこ
れまでの曲がり導波路やパワー分岐導波路の設計では，最適化構造の初期構造依存性に顕著な差
は見られなかったが，このように問題よっては初期構造の選択は一つの重要な要素になることが
わかる．図 5.11に最適化構造と伝搬波形を示す．TE0モードの正規化出力パワーはそれぞれ，図
5.11(a)では 0.911，図 5.11(c)では 0.800である．図 5.11(a)の構造は [85]で提案されているような
非対称 Y分岐型のような構造に近く，モード間の断熱変化を引き起こすような構造になっている
と考えられる．図 5.11(b)は導波路幅の違いを利用した位相調節，およびMMIの動作によってモー
ド変換が実現されていると考えられる．断熱変化をモード変換の原理として利用する場合，通常
構造が伝搬方向に緩やかに変化するため，導波路構造の変化に対する光波の散乱損失が比較的低
く抑えられる．図 5.11(a)の構造が比較的良い特性を持つのは，そのような断熱構造を持つのが理
由と考えられる．
最後に，図 5.11(a)の最適化構造が非対称直線Y分岐構造よりもコンパクトかつ特性が良いこと

を示す．非対称直線Y分岐として図 5.12のようなモデルを考え，w11，w12，および d12の寸法最
適値と結果を比較する．その他図の構造パラメータは表 5.3と一致させる．図 5.13に寸法最適化
構造と伝搬波形を示す．寸法の最適値はそれぞれ w11 = 15 µm，w12 = 8.6 µm，d12 = 12 µmで
あった．寸法最適化構造における TE0モードの正規化出力パワーは 0.846であり，トポロジー最
適化構造の方が確かに寸法最適化構造よりも良い特性が得られている．
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図 5.9: モード次数変換素子の 3次元最適設計モデル

表 5.3: モード次数変換素子の 3次元設計モデルにおける構造パラメータ
n1 n2 w1 w2 h l d H L D

1.45 1.445 18 µm 6 µm 4 µm 50 µm 40 µm 15 µm 900 µm 80 µm
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図 5.10: 最適化の反復回数に対する TE0モードの正規化出力パワー

(a)最適化構造 (初期構造:一様媒質) (b) (a)における伝搬波形 (|Hy|)

(c)最適化構造 (初期構造:線形テーパ導波路) (d) (c)における伝搬波形 (|Hy|)

図 5.11: モード次数変換素子の最適化構造とその伝搬波形
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図 5.12: 非対称直線 Y分岐構造に基づくモード次数変換素子の寸法最適設計モデル

(a)寸法最適化構造 (b)伝搬波形 (|Hy|)

図 5.13: 非対称直線 Y分岐構造に基づくモード次数変換素子の寸法最適化構造とその伝搬波形
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第6章 2次元時間領域ビーム伝搬法を用いた光導
波路デバイスのトポロジー最適化

本章では，伝搬解析手法に 2次元 TD-BPMを用いたトポロジー最適設計について，感度解析手
法およびその有効性を検討する．これまでの章では，コアとクラッドの比屈折率差が非常に小さ
な導波路デバイスのトポロジー最適化について検討を行ってきた．しかし，通常の BPMは後方反
射波を考慮できないため，これまでのアプローチを比屈折率差が大きな導波路デバイスの設計に
適用することは難しい．BPMを時間領域手法へと拡張した TD-BPMは時間方向に緩慢変化する電
磁界を未知量とし，広角伝搬ないし後方散乱する光波が考慮可能である．また，TD-BPMは通常
陰解法であり，同じく時間領域手法である陽解法の FDTD法と比較して時間方向の刻み幅を大き
くとることが可能である．さらに，TD-BPMはガウシアンパルスの伝搬解析によって，一度の伝
搬解析で透過スペクトルが算出できる特徴を持つ．それゆえ，TD-BPMを用いたトポロジー最適
化の実現によって，広帯域動作を目的とした比屈折率差の大きな導波路デバイスの効率的なトポ
ロジー最適化が期待できる．
本章では，はじめに TD-BPMを用いた場合の感度解析手法を示し，その後，曲がり導波路のト

ポロジー最適設計を通して感度解析手法の妥当性を確認する．さらに，導波路型反射器の設計を
通して，本アプローチが広帯域動作などの透過・反射スペクトル自体を最適化したい場合に便宜
な手法であることを示す．
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6.1 感度解析手法

導波路デバイスの性能を表す量として，次の重なり積分を考える．

ηn1(t) =

∫∫
Ω
ψ∗
n(x, z)ϕ(x, z, t)dxdz, (6.1)

ここで，Ωは計算領域，ψnは port nにおける所望の出力固有モードフィールドである．|ηn1(t)|の
ピークが時刻 t = τ∆tに現れるとし，そのピーク値を

max
t
{|ηn1(t)|} = |ηn1(τ∆t)| ≡ |ητn1| (6.2)

と定義する．式 (6.1)を区分求積法により算出する場合，ητn1は次の形式で表現できる．

ητn1 = {gn}
† {ϕ}τ , (6.3)

ここで，{gn} = ∆x∆z {ψn}である．入出力ポートが設計領域に含まれない場合，ητn1をρ(i∆x, j∆z)

(≡ ρij)で微分して次を得る．

∂ητn1
∂ρij

= {gn}†
∂ {ϕ}τ
∂ρij

(6.4)

TD-BPMの逐次更新式 (2.170)，(2.171)より，式 (6.4)は次のように書き換えられる．

∂ητn1
∂ρij

= {gn}†
∂

∂ρij

τ−1∏
k=0

(
[Γ4]

−1[Γ3][Γ2]
−1[Γ1]

)
k
{ϕ}0 (6.5)

総乗の微分を書き換えて，最終的に以下の式を得る．

∂ητn1
∂ρij

=

τ∑
k=1

[
−
{
λn,k−1/2

}T ∂[Γ4]k
∂ρij

{ϕ}k +
{
λn,k−1/2

}T ∂[Γ3]k
∂ρij

{ϕ}k−1+ 1
2

−{λn,k−1}T
∂[Γ2]k
∂ρij

{ϕ}k−1+ 1
2
+ {λn,k−1}T

∂[Γ1]k
∂ρij

{ϕ}k−1

]
(6.6)

随伴行列ベクトル {λn,k}は，次の随伴方程式を解くことにより算出できる．

[Γ4]
T
k

{
λn,k+1/2

}
= [Γ1]

T
k+1 · · ·

(
[Γ2]

−1
τ−1

)T
[Γ3]

T
τ−1

(
[Γ4]

−1
τ−1

)T {gn}∗ (6.7)

[Γ2]
T
k {λn,k} = [Γ3]

T
k

{
λn,k+1/2

}
(6.8)

ADI法に基づくセミベクトル BPMの場合の感度計算式 (5.6)と比較すると，右辺に総和記号が追
加されている点が異なる．しかし，これまでの感度解析手法と同様に，ητn1の感度は順方向と「逆
方向」の 2回の伝搬解析のみで効率よく計算可能である．
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6.2 曲がり導波路

コアとクラッドの比屈折率差が大きな強導波路における曲がり導波路の 2次元近似設計を通し
て，提案する感度解析手法の妥当性を確認する．曲がり導波路の 2次元近似設計モデルを図 6.1に
示す．図中の構造パラメータは表 6.1にまとめて示す．時刻 t = 0における初期電磁界として，port
1に次のガウシアンパルスを与える．

ϕ(x, z, t = 0) = ϕ1(x)g(z − li) exp [−jβ1 (z − li)] (6.9)

g(z) = exp
[
− (z/a)2

]
(6.10)

ここで，a = 2 µmとし，ϕnおよび βnは波長 1.55 µmにおける port nの固有モードフィールドお
よび位相定数である．目的関数は，port 1に波長 1.55 µmの基本モードが入射されたとき，port 2
におけるその出力が最大化されるように，次のように設定する．

Minimize C =

(
1− |ητ21|

2∣∣ηideal21

∣∣2
)2

(6.11)

ここで，ηideal21 は port 2における理想の出力パルス ψ2を用いて次のように定義する．

ηideal21 =

∫∫
Ω
|ψ2(x, z)|2 dxdz (6.12)

ψ2(x, z) = ϕ2(x)g(z − lr2) exp [−jβ2 (z − lr2)] (6.13)

伝搬解析には近軸近似とADI法に基づく 2次元 TDFD-BPMを用いる．中心波長は 1.55 µmとし，
離散点間隔は∆x = ∆z = 0.035 µm，∆t = 1 fsと設定する．解析領域端には厚さ 1.05 µmの PML
を装荷し，PML終端は電気壁とする．最速降下法におけるステップ幅は二分法を用いた直線探索に
より決定し，最適化の反復毎に感度平滑化フィルタ (3×3移動平均フィルタ)を適用して最適設計を
行う．密度法におけるペナルティ係数 rは初期値を 8とし，目的関数の値が収束条件 |Cα−1 − Cα|
< 10−4(Cα :反復 α回目の目的関数の値)を満たした場合に rを 1.5倍の値へ更新し，最大 1024ま
で変化させて設計を行う．
図 6.2に最適化の反復回数に対する目的関数の値のグラフを示す．図中の挿入図は初期構造であ

り，単純な S字曲がり導波路を与えている．図より，ペナルティ係数 rの更新に伴う特性の劣化が
生じている箇所が見られるが，それらの箇所を除けば，目的関数の値が最小化するように最適化が
進んでおり，感度解析手法の妥当性が確認できる．最適化の反復が終了した反復 103回目におけ
る最適化結果を図 6.3に示す．図 6.3(a)は port 2における正規化透過パワースペクトルである．図
では，比較のため，FEMを用いた密度法に基づくトポロジー最適化構造および入出力部に導波路
オフセットを付加した S字曲がり導波路の特性も併せて示している．オフセット付き曲がり導波
路の特性と比較すると，本設計アプローチにより得られた最適化構造は損失の大幅な改善が達成
されている．本設計アプローチと FEMを用いた場合の最適化構造における特性を比較すると，ほ
ぼ同程度の特性となっているが，TD-BPMを用いた設計の方が比較的波長平坦な特性が得られて
いる．図 6.3(b)に示す本設計アプローチにより得られた最適化構造を見ると，曲がり導波路に固
定の周期を持たないグレーティング構造が現れている．グレーティング導波路において，グレー
ティング周期を変調することによって波長平坦な反射特性が得られ，サイドローブレベルも低減
することが知られている．図 6.3(b)の構造は中心波長から離れた波長帯域において反射スペクト
ルが平坦になるようにグレーティング周期が変調され，結果，比較的波長平坦な特性特性が得ら
れたのではないかと考えられる．
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図 6.1: 強導波路における曲がり導波路の 2次元近似設計モデル

表 6.1: 強導波路における曲がり導波路の 2次元近似設計モデルにおける構造パラメータ
n1 n2 w Lz Lx d

2.2 1.445 0.5 µm 5 µm 5 µm 1.5 µm
D Wz li lr1 ld lr2

4 µm 45 µm 5 µm 10 µm 10 µm 35.525 µm
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図 6.2: 最適化の反復回数に対する強導波路における曲がり導波路の出力パワー
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図 6.3: 強導波路における曲がり導波路の 2次元近似設計におけるトポロジー最適設計結果
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6.3 導波路型反射器

本設計アプローチのさらなる有用性を確認するため，図 6.4に示す設計モデルを用いて導波路型
反射器の設計を行う．設計モデルにおける構造パラメータは表 6.2にまとめて示す．中心波長，刻
み幅，PML厚さ，最速降下法におけるステップ幅の決定方法および目的関数は前節の曲がり導波
路の設定と同様とし，port 1から入射される TE基本モードの光波が port 2へ反射されるような反
射器の実現を目的とする．同じく，入射パルスには式 (6.9)のガウシアンパルスを与える．
初期構造に ρ = 0.498の一様媒質を与えてトポロジー最適設計を行った結果を図 6.5に示す．図

6.5(a)は port 2における正規化反射パワースペクトルである．図では比較のため，FEMを用いた
密度法に基づく従来設計手法による最適化構造の特性も併せて示している．図より，FEMを用い
た場合の最適化構造では中心波長のみを考慮した設計であるため，中心波長をピークとする波長
依存性の強い反射スペクトルが得られている．本アプローチはガウシアンパルスの伝搬解析によ
り比較的広い波長帯域の透過特性が考慮されているため，本アプローチを用いて得られた最適化
構造では比較して非常に波長平坦な反射スペクトルが得られている．そのため，本設計アプロー
チのように，時間領域手法を用いたトポロジー最適設計は波長平坦な特性など，透過・反射スペ
クトル自体を最適化したい場合に比較的便宜な手法であると考えられる．
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図 6.4: 強導波路における導波路型反射器の 2次元近似設計モデル

表 6.2: 強導波路における導波路型反射器の 2次元近似設計モデルにおける構造パラメータ
n1 n2 w Lz Lx d

2.2 1.445 0.5 µm 5 µm 5 µm 2.5 µm
D Wz li lr1 ld lr2

2 µm 25.9 µm 5 µm 10 µm 10 µm 5 µm
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図 6.5: 強導波路における導波路型反射器の 2次元近似設計におけるトポロジー最適化結果
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第7章 フルベクトルビーム伝搬法を用いたトポロ
ジー最適化

本章では，フルベクトルビーム伝搬法を活用した，コアとクラッドの屈折率差が比較的大きい
強導波路デバイスのトポロジー最適設計について検討を行う．
シリコンフォトニクスにおける偏波無依存化やデジタルコヒーレント通信において偏波回転・分

離は必須の要素であり，これまでに方向性結合や断熱変換などを原理とする種々の偏波回転素子や
偏波分離素子が提案されている [86]～[97]．偏波回転素子に代表される偏波の結合が生じる素子の
数値解析にはフルベクトル解析が必要であるが，特に断熱変換を原理とする素子は比較的長い素
子長が必要になるため，現在の計算機性能においても FDTD法や有限要素法計算等を利用した場
合は計算コストが問題となる．ビーム伝搬法は計算効率が非常に高い計算手法であるものの，通
常のビーム伝搬法は後方散乱波を考慮できないため，汎用的に強導波路デバイスの解析に適用す
ることは困難である．しかし，伝搬方向に十分構造が緩やかに変化する場合は強導波路において
も適用可能であり，実際に偏波回転素子の設計に適用した例も報告されている [76]．方向性結合
や導波モードの断熱変換を原理とする素子は光波の伝搬方向に対して導波路構造が緩やかに変化
するため，強導波路の最適設計においてもビーム伝搬法の活用が可能であると考えられる．本章
では，はじめにフルベクトルビーム伝搬法を用いた構造最適化について感度計算方法を示し，[89]
で提案された 2層構造を有する偏波回転素子をコンセプトとした設計モデルを用いて本手法の利
用可能性を検討する．

7.1 感度解析手法

ここでは，設計領域における屈折率分布は x，z方向のみに構造の変位がある場合を考え，離散
点ごとに割り当てられる座標 (i∆x, k∆z)における正規化密度パラメータを ρi,kとする．フルベク
トル問題の場合，1番目のポートから n番目の出力ポートへの Sパラメータは式 (3.2)で表現され，
以下に再掲する．

Sn1 = ∆x∆y
(
{ψy,n}† {ϕx}Nz−1 − {ψx,n}† {ϕy}Nz−1

)
≡ {gn}† {ϕt}Nz−1

{gn} = ∆x∆y

[
{ψy,n}
−{ψx,n}

]

{ϕt}Nz−1 =

[
{ϕx}Nz−1

{ϕy}Nz−1

]
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ADI法に基づくセミベクトルBPMの場合と同様の導出手順で，正規化密度パラメータに対する感
度が次のように求められる.

∂Sn1
∂ρi,k

= −
{
λn,k+1/2

}T ∂ [Γ4]k
∂ρi,k

{ϕt}k+1 +
{
λn,k+1/2

}T ∂ [Γ3]k
∂ρi,k

{ϕt}k+ 1
2

−{λn,k}T
∂ [Γ2]k
∂ρi,k

{ϕt}k+ 1
2
+ {λn,k}T

∂ [Γ1]k
∂ρi,k

{ϕt}k (7.1)

ここで，随伴変数ベクトル
{
λn,k+1/2

}
，{λn,k}は次のように定義している．{

λn,k+1/2

}T
= {gn}†

(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
Nz−2

· · ·
(
[Γ4]

−1 [Γ3] [Γ2]
−1 [Γ1]

)
k+1

[Γ4]
−1
k

(7.2)

{λn,k}T =
{
λn,k+1/2

}T
[Γ3]k [Γ2]

−1
k (7.3)

随伴変数ベクトルは次の随伴変数方程式を解くことにより算出できる.

[Γ4]
T
k

{
λn,k+1/2

}
=
(
[Γ1]

T [Γ2]
−1T [Γ3]

T [Γ4]
−1T

)
k+1
· · ·

· · ·
(
[Γ1]

T [Γ2]
−1T [Γ3]

T [Γ4]
−1T

)
Nz−2

{gn}∗ (7.4)

[Γ2]
T
k {λn,k} = [Γ3]

T
k

{
λn,k+1/2

}
(7.5)

上記の式 (7.1)～(7.5)は，ADI法に基づくセミベクトル BPMを用いた場合の感度計算式と同じ形
式であり，行列 [Γα](α ∈ {1, 2, 3, 4})と電磁界振幅ベクトルが式 (2.144)～(2.148)に示した，フル
ベクトル解析に対応する形に入れ替わっている．なお，本研究では順方向および感度解析のための
逆方向伝搬解析では，伝搬解析の精度を考慮して，ともに磁界を未知変数として伝搬解析を行う．
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7.2 偏波回転素子のトポロジー最適化

図 7.1に示す設計モデルを用いて，前節で示した感度計算方法の妥当性を確かめる．設計モデ
ルに示す材料定数および寸法を表 7.1に示す．密度法に基づくトポロジー最適化により，偏波回転
素子の上部層を設計領域として偏波回転素子の最適化を行う．目的関数は，port 1に波長 1.55 µm
の TM-like基本モードが入射されたとき，port 2の TE-like基本モード出力が最大化されるように，
次のように設定する．

Minimize C =
(
1− |S21,TM→TE|2

)2
(7.6)

ここで，|S21,TM→TE|2 は port 1に入射した TM-likeモードが port 2から TE-likeモードに変換さ
れて出力される正規化出力パワーを意味している．伝搬解析には近軸近似とADI法に基づくフル
ベクトル FD-BPMを用いる．参照屈折率 n0は入射モードの実効屈折率に固定し，離散点間隔は
∆x = ∆y = 0.01 µm，∆z = 0.02 µmと設定する．解析領域端には厚さ 0.5 µmの PMLを装荷し，
PML終端は電気壁あるいは磁気壁とする．構造単純化のため，最適化の反復毎に 3x3単純移動平
均フィルタによる感度平滑化フィルタを適用し，さらに z = (L+ l)/2を対称面とする対称条件を
課して設計を行う．最速降下法におけるステップ幅は最大値をK = 0.1/maxi,j

∣∣∣ ∂C
∂ρi,j

∣∣∣とし，二分
法による直線探索により移動量を決定する．初期構造は長手方向の長さが 5 µmのテーパが付加
された図 7.2(a)に示す構造 (コア部:ρ = 0.8，クラッド部 ρ = 0.4)を与え，密度法におけるペナル
ティ係数 rは 8から 1024まで変化させて設計を行う．初期構造の屈折率分布をコア，クラッド材
料に 2値化した場合，その正規化出力パワーは TM-like基本モードが 0.387，TE-like基本モード
が 0.624であり，初期構造の段階では十分な偏波回転機能が実現されていない．
図 7.3に最適化の反復回数に対する正規化出力パワーのグラフを示す．図より，反復毎に port 2

からの TE-likeモード出力パワーが増加しており，感度解析手法の妥当性が確認できる．図 7.4に
最適化構造とその伝搬波形を示す．伝搬界分布を見ると，TM-like基本モードが TE-like基本モー
ドに変換されている様子が確認できる．
ここで用いた偏波回転素子の設計モデルは前述のとおり [89]で提案されている動作原理を想定

している．コア断面形状が x軸と y軸の構造対称性を持たない場合，x偏波成分と y偏波を併せ
持つ 2つのハイブリッドモードが励起し，その 2つのモードの相互作用により偏波回転が実現さ
れる．2つのハイブリッドモードの実効屈折率を高い方からそれぞれ ne,1，ne,2とすると，偏波変
換に必要な素子長 Lπ は次式で求められる．

Lπ =
λ

2(ne,1 − ne2)
(7.7)

式 (7.7)に示すように，2つのハイブリッドモードの実効屈折率差が大きいほど短い素子長で偏波
回転素子が実現できる．図 7.4(a)に示す最適化構造は，コア断面形状において励起される 2つの
ハイブリッドモードの実効屈折率差が大きくなるように上部層の構造が最適化されてたのではな
いかと考えられる．最適化構造における正規化出力パワーは TM-like基本モードが 0.064，TE-like
基本モードが 0.953であり，正規化パワーの和が 1.017と 1を越えており，パワー保存則が満たさ
れていない．これは最適化構造がビーム伝搬法の近似制約を越えた構造であるためと考えられる．
十分な精度の最適設計のためには，ビーム伝搬法で取り扱える構造のみが出現するような構造制
約条件の考案が課題である．
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図 7.1: 偏波回転素子の最適設計モデル

表 7.1: 偏波回転素子の設計モデルにおける構造パラメータ
n1 n2 w h l h1 h2 D L

2.2 1.445 0.8 µm 0.8 µm 1 µm 0.4 µm 0.4 µm 3 µm 20 µm

(a)初期構造 (b) 2値化した初期構造

(c)伝搬波形 (|Hx|) (d)伝搬波形 (|Hy|)

図 7.2: 偏波回転素子の最適設計における初期構造と 2値化した初期構造における伝搬波形
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図 7.3: 最適化の反復回数に対する TE-likeモードの正規化出力パワー

(a)最適化構造
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図 7.4: 偏波回転素子のトポロジー最適化構造とその伝搬波形
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第8章 結論

光導波路の解析手法として広く利用されている計算効率の高いビーム伝搬法を活用し，感度解
析手法として随伴変数法を用いる，光導波路素子のための密度法に基づくトポロジー最適設計ア
プローチを新たに提案した．
はじめに 4章では，2次元ビーム伝搬法を用いる 2次元近似設計問題の場合に対して，密度法に

おける設計変数である正規化密度パラメータに対する正規化出力パワーの感度解析方法の定式化
を行った．コアとクラッドの屈折率が小さい弱導波路における曲がり導波路の設計に本設計アプ
ローチを適用し，最適化の反復回数を経る毎に特性のほぼ単調な改善を確認できたため，感度解
析手法の妥当性が確かめられた．さらに各種パワー分岐素子 (分岐比 1:1，3:2，2:1，3:1)の設計問
題を通して，本設計手法の汎用性を確かめた．次に 5章にて，平面光波回路における面外方向の
放射を考慮する，より実際的な 3次元設計問題のために，交互方向陰解法に基づくセミベクトル
ビーム伝搬法を用いた場合の感度計算方法を定式化した．本設計手法を弱導波路における曲がり
導波路の 3次元設計問題に適用し，未知電磁界に依らず最適化が妥当に実行されることを確認し
た．さらにパワー等分岐，モード次数変換素子の設計問題を通して，本手法のさらなる汎用性を
示した．これらの研究成果によりトポロジー最適設計の効率的な利用が可能になったため，現行
あるいは今後もさらなる発展が予想される石英系光導波路デバイスに対して，各種光回路の基本
要素の小型化・低損失化が期待される．
通常のビーム伝搬法は後方散乱波を考慮しない本質的に近似的な解析手法であるため，コアと

クラッドの屈折率差が非常に大きな，シリコンフォトニクスデバイスを扱う場合は上記設計アプ
ローチの適用が困難であった．そこで 6章では，後方散乱を考慮できる時間領域ビーム伝搬法を
用いた場合の感度計算方法を新たに提案し，導波路曲がりや反射器の設計問題を通して本設計手
法の妥当性・有効性を確かめた．また，時間領域ビーム伝搬法を活用したトポロジー最適化は広
帯域動作を目的としたデバイス等，スペクトル自体の最適化を行う場合に比較的便宜である可能
性を示した．同じ時間領域手法である，現在広く利用されている陽解法に基づく FDTD法と比較
すると，時間領域ビーム伝搬法は陰的解法に基づくため，時間方向に対する刻み幅を比較して大
きくとることができ，2次元問題では比較的計算コスト面で優位であることが示されている [38]．
しかし，3次元問題ではその優位性が明らかではなく，そのためセミベクトルあるいはフルベクト
ル時間領域ビーム伝搬法を活用して強導波路デバイスのトポロジー最適設計問題が効率化される
かは明確ではない．そのため 7章では，3次元問題における偏波回転素子などの偏波結合を考慮
する必要がある設計問題のために，通常の後方散乱を無視する交互方向陰解法に基づくフルベク
トルビーム伝搬法を用いた場合の感度計算方法を示し，本設計アプローチの利用可能性を検討し
た．偏波回転素子の設計問題に本設計アプローチを適用し，偏波変換効率が最大化するように最
適化が進むことを確認し，感度計算の妥当性を示した．方向性結合器を原理とするデバイスや導
波モードの断熱変換を原理とするデバイスに対しては，後方散乱を無視する通常のビーム伝搬法
が活用可能と考えられるが，トポロジー最適化では設計領域に任意の構造が出現する問題がある．
以上の結果を受けて，本研究における今後の課題として次が挙げられる・
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• 導波モードが断熱的に変化するような導波路構造のみが出現するような構造制約条件の定
式化

• 双方向ビーム伝搬法 [47]～[56]の活用

導波モードの断熱変換を原理とする光導波路デバイスは総じて比較的高い製造トレランスを有す
るが，素子長が長く，小型化が課題となっている．導波モードが断熱的に変化するような導波路
構造のみが出現する構造制約条件が定式化できれば，通常のビーム伝搬法を活用したトポロジー
最適化の活用が可能であると考えられ，断熱変化を原理とする光導波路デバイスの小型化・低損
失化の貢献が期待できる．また，さらに広汎の問題に対する計算効率の高いトポロジー最適化を
実現する手段として，双方向ビーム伝搬法の活用が考えられる．双方向ビーム伝搬法は不連続面
における反射・透過波を算出するプロセスと伝搬方向に構造が一様な領域の伝搬プロセスを交互
に行う，後方散乱が考慮可能な伝搬解析手法であり，強導波路デバイスの設計問題に広く適用可
能である．双方向ビーム伝搬法を利用したトポロジー最適化手法の有用性について，手法の計算
効率の検討を含め今後の課題とする．
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付録A 境界条件

光波が位相定数 βで+z方向に伝搬している場合，PML領域を考慮した周波数領域のMaxwell
方程式 (2.1)，(2.2)およびガウスの法則を成分毎に書くと，次のようになる．

1

sy

∂Ez

∂y
+ jβEy = −jωµ0Hx (A.1)

−jβEx −
1

sx

∂Ez

∂x
= −jωµ0Hy (A.2)

1

sx

∂Ey

∂x
− 1

sy

∂Ex

∂y
= −jωµ0Hz (A.3)

1

sy

∂Hz

∂y
+ jβHy = jωε0εrEx (A.4)

−jβHx −
1

sx

∂Hz

∂x
= jωε0εrEy (A.5)

1

sx

∂Hy

∂x
− 1

sy

∂Hx

∂y
= jωε0εrEz (A.6)

1

sx

∂ (εrEx)

∂x
+

1

sy

∂ (εrEy)

∂y
− jβεrEz = 0 (A.7)

1

sx

∂Hx

∂x
+

1

sy

∂Hy

∂y
− jβHz = 0 (A.8)

媒質間の電磁界の境界条件は，Sternの差分式 [70],[71]および 2次以降の高精度差分式 [59]～[61]
の導出に必要である．以降に，セミベクトル解析の場合における誘電体媒質間の電磁界の境界条
件を求める．ここで，α，βを (α, β) ∈ {(x, y), (y, x)}と定義する．
図A.1に示す，α軸に対して垂直な媒質境界を考える．このとき，niと ni+1の媒質境界におい

て以下の境界条件がそれぞれ成り立つ．

(for Eα mode)

εr,i+1Eα,R = εr,iEα,L (A.9)

Ez,R = Ez,L

1

sα,i+1

∂Eα,R

∂α
+

1

sβ,i+1

∂Eβ,R

∂β
=

1

sα,i

∂Eα,L

∂α
+

1

sβ,i

∂Eβ,L

∂β

1

sα,i+1

∂Eα,R

∂α
=

1

sα,i

∂Eα,L

∂α
(A.10)
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i− 1 i i + 1

α

∆α

2

∆α

2

φR

∆α

2

∆α

2

φi−1 φi φi+1

ni−1 ni ni+1

φL

図 A.1: 差分グリッドと媒質境界

(for Eβ mode)

Eβ,R = Eβ,L (A.11)

Hz,R = Hz,L

1

sα,i+1

∂Eβ,R

∂α
− 1

sβ,i+1

∂Eα,R

∂β
=

1

sα,i

∂Eβ,L

∂α
− 1

sβ,i

∂Eα,L

∂β

1

sα,i+1

∂Eβ,R

∂α
=

1

sα,i

∂Eβ,L

∂α
(A.12)

(for Hα mode)

Hα,R = Hα,L (A.13)

Hz,R = Hz,L

1

sα,i+1

∂Hα,R

∂α
+

1

sβ,i+1

∂Hβ,R

∂β
=

1

sα,i

∂Hα,L

∂α
+

1

sβ,i

∂Hβ,L

∂β

1

sα,i+1

∂Hα,R

∂α
=

1

sα,i

∂Hα,L

∂α
(A.14)
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表 A.1: θE，θH の定義

ϕ = E ϕ = H

T N T N

θE 1 εr,i
εr,i+1

1 1

θH
sα,i+1

sα,i

sα,i+1

sα,i

sα,i+1εr,i+1

sα,iεr,i

sα,i+1

sα,i

媒質境界に対して T:接線成分，N:法線成分

(for Hβ mode)

Hβ,R = Hβ,L (A.15)

Ez,R = Ez,L

1

sα,i+1εr,i+1

∂Hβ,R

∂α
− 1

sβ,i+1εr,i+1

∂Hα,R

∂β
=

1

sα,iεr,i

∂Hβ,L

∂α
− 1

sβ,iεr,i

∂Hα,L

∂β

1

sα,i+1εr,i+1

∂Hβ,R

∂α
=

1

sα,iεr,i

∂Hβ,L

∂α
(A.16)

ここで，下添字 LおよびRはそれぞれ媒質境界の左極限および右極限の電磁界であることを意味
している．これらの境界条件の導出には，式 (A.3)，式 (A.6)，式 (A.7)，および式 (A.8)を用いて
いる．
式 (A.9)～(A.16)の境界条件は統一的に，次のように表現できる．

ϕR = θEϕL (A.17)
∂ϕR
∂α

= θH
∂ϕL
∂α

(A.18)

ここで，θE，θH は未知電磁界成分によって異なり，表 A.1のように定義される．
高精度差分式の導出のためには，追加の境界条件が必要になる．媒質境界極限にて，次の 1次

元波動方程式

β2ϕ =

(
∂2

∂α2
+ k20εr

)
ϕ (A.19)

が満足されることを用いて，高次の境界条件を導く．式 (A.17)に式 (A.19)を用いると，次が導ける．

∂2ϕR
∂α2

= θE

(
∂2

∂α2
+ η

)
ϕL (A.20)

ここで，η = k20 (εr,i − εr,i+1)である．式 (A.18)に式 (A.19)を用いると，次が導ける．

∂3ϕR
∂α3

= θH

(
∂3

∂α3
+ η

∂

∂α

)
ϕL (A.21)

式 (A.20)～(A.21)の境界条件は，2次精度差分式 (IFD2)の導出に利用する．
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付録B Sternの差分式

図 A.1において，隣り合う離散点における屈折率が一様 (ni−1 = ni = ni+1)である場合を考え
る．このとき，α = i∆αを展開中心とした場合の ϕの 2階導関数の差分式は次のようになる．

∂2ϕ

∂α2
=
ϕ̃i+1 − 2ϕi + ϕ̃i−1

∆α2
+O(∆α2) (B.1)

ここで，表記の便宜上 (∆α)jを∆αjと表現している．また，O(∆αj)は打ち切り誤差が j次のオー
ダーであることを表している．隣接点において屈折率が異なる場合，式 (B.1)の ϕ̃i+1および ϕ̃i−1

は実際の界振幅とは異なる値をとる．Sternの方法では，この見掛け上の振幅を媒質間の境界条件
を考慮することによって，実際の振幅に置き換える方法をとる．
ϕi+1と ϕiについて，次のような Taylor展開を考える．

ϕ̃i+1 =
∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂nϕL
∂αn

(B.2)

ϕi =

∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂nϕL
∂αn

(B.3)

ϕi+1 =
∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂nϕR
∂αn

(B.4)

ϕ̃i =
∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂nϕR
∂αn

(B.5)

式 (B.2)はα = (i+ 1
2)∆αにおける左極限を展開中心とした ϕi+1のTaylor級数表現であるが，ϕi+1

が含まれる媒質の外を展開中心としているため，見掛け上の振幅となっている．同様の理由によ
り，式 (B.5)の ϕ̃iも見掛け上の振幅である．式 (B.2)と式 (B.3)の和と差，および式 (B.3)と式 (B.4)
の和と差を計算すると，それぞれ以下のようになる．

1

2

(
ϕ̃i+1 + ϕi

)
= ϕL +O(∆α2) (B.6)

1

∆α

(
ϕ̃i+1 − ϕi

)
=
∂ϕL
∂α

+O(∆α2) (B.7)

1

2

(
ϕi+1 + ϕ̃i

)
= ϕR +O(∆α2) (B.8)

1

∆α

(
ϕi+1 − ϕ̃i

)
=
∂ϕR
∂α

+O(∆α2) (B.9)

O(∆α2)の項を落とし，式 (B.6)と式 (B.8)に境界条件の式 (A.17)を，式 (B.7)と式 (B.9)に式 (A.18)
をそれぞれ適用して以下の関係を得る．

ϕi+1 + ϕ̃i = θE

(
ϕ̃i+1 + ϕi

)
(B.10)

ϕi+1 − ϕ̃i = θH

(
ϕ̃i+1 − ϕi

)
(B.11)
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式 (B.10)と式 (B.11)の和を計算し，見掛け上の電磁界 ϕ̃i+1に関して次の関係を得る．

ϕ̃i+1 = −
θE − θH
θE + θH

ϕi +
2

θE + θH
ϕi+1 ≡ Fiϕi + Fi+1ϕi+1 (B.12)

見掛け上の電磁界 ϕ̃i−1に関しても，同様の手順で次の関係が得られる．

ϕ̃i−1 =
2

θ′E + θ′H
ϕi−1 −

θ′E − θ′H
θ′E + θ′H

ϕi ≡ Gi−1ϕi−1 +Giϕi (B.13)

ここで，θ′E，θ
′
H は表A.1において i+ 1→ i− 1の入れ替えを行った量である．式 (B.12)，(B.13)

を式 (B.1)に代入すると，最終的に次の差分式を得る．

∂2ϕ

∂α2
≈ Fi+1

∆α2
ϕi+1 +

Fi +Gi − 2

∆α2
ϕi +

Gi−1

∆α2
ϕi−1 (B.14)

表 2.2に示した導関数の Sternの方法による差分表現を以下に列挙する．

DααEα =
1

s2α

∂2Eα

∂α2
≈ AEα,i+1 +BEα,i + CEα,i−1

A =
1

sα,i∆α2

2εr,i+1

sα,iεr,i + sα,i+1εr,i+1

B = − 1

sα,i∆α2

(
2εr,i

sα,iεr,i + sα,i+1εr,i+1
+

2εr,i
sα,iεr,i + sα,i−1εr,i−1

)
C =

1

sα,i∆α2

2εr,i−1

sα,iεr,i + sα,i−1εr,i−1

DααEβ =
1

s2α

∂2Eβ

∂α2
≈ AEβ,i+1 +BEβ,i + CEβ,i−1

A =
1

sα,i∆α2

2

sα,i + sα,i+1

B = − 1

sα,i∆α2

(
2

sα,i + sα,i+1
+

2

sα,i + sα,i−1

)
= −A− C

C =
1

sα,i∆α2

2

sα,i + sα,i−1

DααHα =
1

s2α

∂2Hα

∂α2
≈ AHα,i+1 +BHα,i + CHα,i−1

A =
1

sα,i∆α2

2

sα,i + sα,i+1

B = − 1

sα,i∆α2

(
2

sα,i + sα,i+1
+

2

sα,i + sα,i−1

)
= −A− C

C =
1

sα,i∆α2

2

sα,i + sα,i−1
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DααHβ =
1

s2α

∂2Hβ

∂α2
≈ AHβ,i+1 +BHβ,i + CHβ,i−1

A =
1

sα,i∆α2

2εr,i
sα,iεr,i + sα,i+1εr,i+1

B = − 1

sα,i∆α2

(
2εr,i

sα,iεr,i + sα,i+1εr,i+1
+

2εr,i
sα,iεr,i + sα,i−1εr,i−1

)
= −A− C

C =
1

sα,i∆α2

2εr,i
sα,iεr,i + sα,i−1εr,i−1
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付録C 偏波結合項の差分式

フルベクトル解析の場合に現れる偏導関数

∂

∂α

{
1

f (α)

∂ϕ

∂β

}
の座標 (α, β) = (i∆α, j∆β)を差分中心としたときの差分式を考える. 本節で導出する差分式は論
文 [72][73]の差分式と一致する．以降，座標 (i∆α, j∆β)を (i, j)，ϕ(i∆α, j∆β)をϕi,jと略記する．
初めに，(

1

f

∂ϕ

∂β

)
i± 1

2
,j

について，(i, j)を展開中心として Taylor展開すると，次のようになる．(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i+ 1

2
,j

=
∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂n

∂αn

(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i,j

(C.1)

(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i− 1

2
,j

=
∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂n

∂αn

(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i,j

(C.2)

式 (C.1)と式 (C.2)の差をとり，次を得る．

∂

∂α

(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i,j

=
1

∆α

{(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i+ 1

2
,j

−
(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i− 1

2
,j

}
+O

(
∆α2

)
(C.3)

次に，ϕi± 1
2
,j±1について，(i± 1

2 , j)を展開中心として Taylor展開すると，次のようになる．

ϕi± 1
2
,j+1 =

∞∑
n=0

1

n!
(∆β)n

∂nϕi± 1
2
,j

∂βn
(C.4)

ϕi± 1
2
,j−1 =

∞∑
n=0

1

n!
(−∆β)n

∂nϕi± 1
2
,j

∂βn
(C.5)

式 (C.4)と式 (C.5)の差をとり，次を得る．(
∂ϕ

∂β

)
i± 1

2
,j

=
1

2∆β

(
ϕi± 1

2
,j+1 − ϕi± 1

2
,j−1

)
+O

(
∆β2

)
(C.6)

続いて，ϕi,j±1，ϕi+1,j±1について，(i+ 1
2 , j ± 1)を展開中心として Taylor展開すると，次のよう

になる．

ϕi,j±1 =
∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂nϕi+ 1
2
,j±1

∂αn
(C.7)

ϕi+1,j±1 =

∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂nϕi+ 1
2
,j±1

∂αn
(C.8)
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式 (C.7)と式 (C.8)の和をとり，次を得る．

ϕi+ 1
2
,j±1 =

1

2
(ϕi+1,j±1 + ϕi,j±1) +O

(
∆α2

)
(C.9)

同様に，ϕi−1,j±1，ϕi,j±1について，(i− 1
2 , j ± 1)を展開中心として Taylor展開すると，次のよう

になる．

ϕi−1,j±1 =

∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂nϕi− 1
2
,j±1

∂αn
(C.10)

ϕi,j±1 =
∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂nϕi− 1
2
,j±1

∂αn
(C.11)

式 (C.10)と式 (C.11)の和をとり，次を得る．

ϕi− 1
2
,j±1 =

1

2
(ϕi−1,j±1 + ϕi,j±1) +O

(
∆α2

)
(C.12)

次に，fi,j，fi+1,j について，(i+ 1
2 , j)を展開中心として Taylor展開すると，次のようになる．

fi,j =
∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂nfi+ 1
2
,j

∂αn
(C.13)

fi+1,j =
∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂nfi+ 1
2
,j

∂αn
(C.14)

式 (C.13)と式 (C.14)の和をとり，次を得る．

fi+ 1
2
,j =

1

2
(fi,j + fi+1,j) +O

(
∆α2

)
(C.15)

さらに，fi−1,j，fi,j について，(i− 1
2 , j)を展開中心として Taylor展開すると，次のようになる．

fi−1,j =
∞∑
n=0

1

n!

(
−∆α

2

)n ∂nfi− 1
2
,j

∂αn
(C.16)

fi,j =

∞∑
n=0

1

n!

(
∆α

2

)n ∂nfi− 1
2
,j

∂αn
(C.17)

式 (C.16)と式 (C.17)の和をとり，次を得る．

fi− 1
2
,j =

1

2
(fi−1,j + fi,j) +O

(
∆α2

)
(C.18)

これまでに求めた5つの式 (C.6)，(C.9)，(C.12)，(C.15)，(C.18)において，O
(
∆α2

)
およびO

(
∆β2

)
の項を落とした上でこれらを式 (C.3)に代入すると，最終的に次の差分式が得られる．

∂

∂α

(
1

f

∂ϕ

∂β

)
i,j

≈ A1ϕi−1,j−1 +A2ϕi,j−1 +A3ϕi+1,j−1

+A4ϕi−1,j+1 +A5ϕi,j+1 +A6ϕi+1,j+1 (C.19)
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ここで，係数A1～A6はそれぞれ次のようになる．

A1 =
1

2∆α∆β

1

fi−1,j + fi,j
(C.20)

A2 =
1

2∆α∆β

(
1

fi−1,j + fi,j
− 1

fi,j + fi+1,j

)
(C.21)

A3 = −
1

2∆α∆β

1

fi,j + fi+1,j
(C.22)

A4 = −
1

2∆α∆β

1

fi−1,j + fi,j
(C.23)

A5 = −
1

2∆α∆β

(
1

fi−1,j + fi,j
− 1

fi,j + fi+1,j

)
(C.24)

A6 =
1

2∆α∆β

1

fi,j + fi+1,j
(C.25)

式 (C.19)を応用すると，電界および磁界のそれぞれに対する偏波結合項の差分式は次のように
なる．

1

sαsβ

∂

∂α

{
1

εr

∂ (εrEβ)

∂β
−
∂Eβ

∂β

}
≈ T1Eβ,i−1,j−1 + T2Eβ,i,j−1 + T3Eβ,i+1,j−1

+T4Eβ,i−1,j+1 + T5Eβ,i,j+1 + T6Eβ,i+1,j+1 (C.26)

T1 =
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

(
2εr,i−1,j−1

εr,i−1,j + εr,i,j
− 1

)
(C.27)

T2 =
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

(
2εr,i,j−1

εr,i−1,j + εr,i,j
− 2εr,i,j−1

εr,i,j + εr,i+1,j

)
(C.28)

T3 = −
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

(
2εr,i+1,j−1

εr,i,j + εr,i+1,j
− 1

)
(C.29)

T4 = −
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

(
2εr,i−1,j+1

εr,i−1,j + εr,i,j
− 1

)
(C.30)

T5 = −
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

(
2εr,i,j+1

εr,i−1,j + εr,i,j
− 2εr,i,j+1

εr,i,j + εr,i+1,j

)
(C.31)

T6 =
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

(
2εr,i+1,j+1

εr,i,j + εr,i+1,j
− 1

)
(C.32)
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1

sαsβ

{
∂Hα

∂α∂β
− εr

∂

∂α

(
1

εr

∂Hα

∂β

)}
≈ T1Hα,i−1,j−1 + T2Hα,i,j−1 + T3Hα,i+1,j−1

+T4Hα,i−1,j+1 + T5Hα,i,j+1 + T6Hα,i+1,j+1 (C.33)

T1 =
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

{
1− 2εr,i,j

εr,i−1,j + εr,i,j

}
(C.34)

T2 = −
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

{
2εr,i,j

εr,i−1,j + εr,i,j
− 2εr,i,j
εr,i,j + εr,i+1,j

}
(C.35)

T3 = −
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

{
1− 2εr,i,j

εr,i,j + εr,i+1,j

}
(C.36)

T4 = −
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

{
1− 2εr,i,j

εr,i−1,j + εr,i,j

}
(C.37)

T5 =
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

{
2εr,i,j

εr,i−1,j + εr,i,j
− 2εr,i,j
εr,i,j + εr,i+1,j

}
(C.38)

T6 =
1

sα,i,jsβ,i,j

1

4∆α∆β

{
1− 2εr,i,j

εr,i,j + εr,i+1,j

}
(C.39)
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付録D 2次の高精度差分式 (IFD2)

α = (i+ 1
2)∆αの媒質境界における右極限を展開中心として ϕi+1を，α = i∆αを展開中心とし

て左極限電磁界 ϕLをそれぞれ Taylor展開する．

ϕi+1 = ϕR +
∆α

2

∂ϕR
∂α

+
1

2!

(
∆α

2

)2 ∂2ϕR
∂α2

+
1

3!

(
∆α

2

)3 ∂3ϕR
∂α3

+O
(
∆α4

)
(D.1)

ϕL = ϕi +
∆α

2

∂ϕi
∂α

+
1

2!

(
∆α

2

)2 ∂2ϕi
∂α2

+
1

3!

(
∆α

2

)3 ∂3ϕi
∂α3

+O
(
∆α4

)
(D.2)

式 (D.1)，(D.2)に式 (A.17)～(A.21)の境界条件を適用すると，次が導ける．

ϕi+1 = f0ϕi + f1
∂ϕi
∂α

+ f2
∂2ϕi
∂α2

+ f3
∂3ϕi
∂α3

+O
(
∆α4

)
(D.3)

f0 = θE

{
1 +

η

8
∆α2

}
(D.4)

f1 = θE

{
1

2
∆α+

η

16
∆α3

}
+ θH

{
1

2
∆α+

η

48
∆α3

}
(D.5)

f2 = θE
1

4
∆α2 + θH

1

4
∆α2 (D.6)

f3 = θE
1

12
∆α3 + θH

1

12
∆α3 (D.7)

式 (D.3)は，媒質間の境界条件を考慮して，ϕi+1を α = i∆αを展開中心として Taylor展開した式
とみなせる．これは一般化 Taylor展開と呼ばれている．
同様に ϕi−1を α = i∆αを展開中心として一般化 Taylor展開すると，次が導ける．

ϕi−1 = e0ϕi + e1
∂ϕi
∂α

+ e2
∂2ϕi
∂α2

+ e3
∂3ϕi
∂α3

+O
(
∆α4

)
(D.8)

ここで，係数 e0～e3は式 (D.4)～(D.7)において∆α → −∆α，εr,i+1 → εr,i−1，si+1 → si−1の入
れ替えを行うことで得られる．

FD-BPMでは，次の α = i∆αにおける ϕの 2階導関数が波動方程式に現れる．

1

s2α,i

∂2ϕi
∂α2

(D.9)

この 2階導関数の 2次精度差分式を求める．式 (D.3)の両辺に e1を，式 (D.8)の両辺に f1をそれ
ぞれ乗じる．

e1ϕi+1 = f0e1ϕi + f1e1
∂ϕi
∂α

+ f2e1
∂2ϕi
∂α2

+ f3e1
∂3ϕi
∂α3

+O
(
∆α5

)
(D.10)

f1ϕi−1 = f1e0ϕi + f1e1
∂ϕi
∂α

+ f1e2
∂2ϕi
∂α2

+ f1e3
∂3ϕi
∂α3

+O
(
∆α5

)
(D.11)
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式 (D.10)，(D.11)より 1階導関数の項を消去して整理すると，次が得られる．

f1ϕi−1 + (f0e1 − f1e0)ϕi − e1ϕi+1

f1e2 − f2e1
=
∂2ϕi
∂α2

+
f1e3 − f3e1
f1e2 − f2e1

∂3ϕi
∂α3

+O
(
∆α2

)
(D.12)

式 (D.12)右辺第 2項は 3次の打ち切り誤差を持つ．以上より，次の差分式が得られる．

1

s2α,i

∂2ϕi
∂α2

=
1

s2α,i

f1ϕi−1 + (f0e1 − f1e0)ϕi − e1ϕi+1

f1e2 − f2e1
+O

(
∆α2

)
(D.13)
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