
伝搬演算子を用いた効率的な光導波路デバイスの有
限要素法解析に関する研究

言語: ja

出版者: 

公開日: 2021-06-23

キーワード (Ja): 

キーワード (En): 

作成者: 森本, 佳太

メールアドレス: 

所属: 

メタデータ

https://doi.org/10.15118/00010402URL



令和2年度　博士論文

伝搬演算子を用いた効率的な光導波路
デバイスの有限要素法解析に関する研究

室蘭工業大学大学院工学研究科
工学専攻先端情報電子工学コース

森本　佳太



目次

第 1章 序論 1

第 2章 有限要素法の定式化 4
2.1 まえがき . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 基本式方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2.1 マクスウェルの方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.2 構成関係式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.3 2次元導波路解析のための基本式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.4 3次元導波路解析のための基本式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 固有モード解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3.1 2次元導波路問題における一般化固有値方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3.2 3次元導波路問題における一般化固有値方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.3 逆反復法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3.4 固有モード伝送パワーの評価式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4 導波路伝搬解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.5 ビーム伝搬解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.6 完全整合層 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第 3章 伝搬演算子を用いた光導波路不連続問題の効率的な解析法 36
3.1 まえがき . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2 基礎理論および定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2.1 伝搬演算子法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.2 DBI法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 数値解析例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.1 2次元スラブ弱導波路の突合せ接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.2 2次元導波路端面における不連続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3.3 誘電体導波路とプラズモニック導波路の突合せ接続 . . . . . . . . . . . . . 50
3.3.4 埋め込み型導波路端面からの光の放射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.3.5 リブ導波路端面からの光の放射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

第 4章 伝搬演算子を用いた複数の不連続点を有する光導波路の効率的な解析法 67
4.1 まえがき . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2 基礎理論および定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2.1 POMと BPMの結合解法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.2 線形フィルタによる不要モードの抑圧 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.3 数値解析例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2



4.3.1 テーパ導波路の突合せ接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.3.2 エアギャップを有する導波路構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.3.3 誘電体導波路とプラズモニック導波路の多段接続 . . . . . . . . . . . . . . 80

第 5章 伝搬演算子を用いた任意構造を有する光導波路の効率的な解析法 84
5.1 まえがき . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.2 基礎理論および定式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2.1 伝搬演算子による境界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.2.2 散乱演算子法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.3 数値解析例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.3.1 導波路の軸ずれ接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.3.2 導波路端における光の放射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.3.3 T分岐導波路 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.3.4 エアギャップを有する導波路構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.3.5 1次元フォトニック結晶 Fabry-Pérotキャビティフィルタ . . . . . . . . . . 108

第 6章 結　　論 110

参考文献 111

謝　　辞 119

研究業績 120

付　　録 123

i



第1章 序論

情報通信技術 (ICT: Information and Communication Technology)は，FTTH(Fiber To The Home)や
モバイル端末の普及に伴い，今や我々の生活に欠くことのできない技術となっている．特に計算
機における各種プロセッサの高性能化や，メモリ容量の増大に伴い，ビッグデータやAI(Artificial
Intelligence)を利用したサービスに関心が高まっている．また第 5世代移動通信システム (5G)と
の連動により，今後は IoT(Internet of Things)化がより一層進展することも予想されている．これ
らの高度に発展する ICTを支える基盤となる光通信システムは，基幹通信路に利用される光ファ
イバと，光信号を処理するための各種機能を実現する光回路で構成されている．そのため，通信
のさらなる高速・大容量化の要求に応えるためには，光通信システムの機能的役割を担う光回路
の高性能化が不可欠である．
光回路は光が伝搬する道 (光導波路)を適切に設計することで，曲がり [1][2][3]や交差 [4][5][6]に

よる省スペース化が可能なほか，偏波分離 [7]∼[11]，偏波回転 [12]∼[17]，モード合分波 [18]∼[21]
などのさまざまな機能を実現することができる．光導波路を設計するために設計者は光波の振る
舞いを定量的に評価し，所望の特性が得られるような構造を導き出すことが必要になるが，とりわ
け近年では，電磁界シミュレーション技術の発達とともに，問題に応じて効率的な数値解析手法が
多岐にわたって開発されており，これらは効率的に光導波路設計を進める上で欠かせないツールと
なっている [22][23]．さらに計算機の高性能化に伴って，自由度の高い設計の実装性が高まり，寸
法や形状だけでなく構造のトポロジーまでを含めた最適設計例も数多く報告されている [24]∼[38]．
これらの設計は，所望の特性と設計条件を満足するような構造を探索する，いわゆる逆設計問題
を解くことを目的とし，設計者の経験や知識に依存せず，これまでのアプローチでは実現できな
かった優れたデバイス性能を示す新構造を発見する可能性がある．しかしながら，設計時の所要
時間やメモリ容量による制約のために，自由度の高い複雑な構造や 3次元大規模回路の設計が困
難となる場合も多く，実用レベルの設計法として確立するためには，設計に適したより効率的な
光導波路の解析手法が求められる．
従来の光波の伝搬解析手法としては，有限要素法 (Finite Element Method: FEM)[24]∼[31]，時

間領域有限差分 (Finite Difference Time Domain: FDTD)法 [32][33]，周波数領域有限差分 (Finite
Difference Frequency Domain: FDFD)法 [34]が広く利用され，光導波路デバイスの最適設計に適用
されている．特に FEMは，任意形状への適合性に優れた要素が各種開発され [39]，分割の細かさ
や要素次数を任意に設定可能であり [40]，また不均質・異方性の問題の取扱いが容易 [41][42]であ
るといった優れた特徴を有することから，最適設計の効率化に大きく寄与できるものと考えられ
る．ただしこれらの手法は解析領域を直接離散化するため，メッシュ分割を細分化することで高
精度解析が可能となるが，一般に膨大なメモリと計算時間を要する．一方，ビーム伝搬法 (Beam
Propagation Method: BPM)は伝搬方向に緩慢変化する電磁界のみを未知変数とすることで，FEM
などと比較して伝搬方向の離散化を大幅に低減することが可能であり，近年 BPMを使用したト
ポロジー最適設計についても報告がある [35]∼[38]．しかし，BPMは反射波や伝搬角度が非常に
大きくなるような光波を扱うことができないため，光デバイスの小型化を目的とした屈折率差の
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大きい強導波路の設計においては，反射波や放射波の影響を無視できないことが多いため，BPM
の適用が難しくなる．反射を含めた任意の電磁界を効率的に解析する方法として，伝搬演算子法
(Porpagation Operator Method: POM)[43]∼[51]が提案されている．POMは不連続断面のみの解析
で反射・透過特性の評価が可能であり，解析の次元を 1次下げることができること，モード整合法
[52][53][54]とは異なり導波路断面の任意の電磁界を扱うための固有モード算出を行う必要がない
ことが大きな特徴である．POMは導波路断面の光波の伝搬特性を，すべてのモードの伝搬を考慮
した伝搬演算子の計算により評価するため，強導波路問題に対しても精度のよい解析を行うこと
が可能であり，エバネッセントモードが伝搬に寄与するプラズモニック導波路と誘電体導波路の接
続 [55]∼[65]にも適用可能である．また，伝搬演算子を導波路断面のみならず，長手方向の伝搬特
性の評価にも適用することで，導波路系全体の入出力応答を効率的に解析を行う，双方向ビーム
伝搬法 (BiBPM)と呼ばれる解析手法も提案されている [66]∼[75]．POMならびに BiBPMは，従
来の FEMや FDTD，FDFDなどに比べ，比較的新しい解析手法として，近年その解析精度や安定
性に関する研究がなされているが，これらの手法は導波路の不連続断面構造と伝搬方向に一様な
構造の組み合わせで表現できる構造のみ解析可能であり，導波路設計などの多くの実用的な問題
の解析を行うためには，自由度の高い構造変化に対応した解析法を構築する必要がある．
本研究では POMと FEMを組み合わせた新しい解析法を提案する．POMに関する先行研究で

は解析領域を階段状メッシュにより離散化する有限差分法 (Finite Difference Method: FDM)が広く
解析に利用されている [43][44][47]∼[51]が，ここでは汎用性と解析効率の向上のために有限要素
メッシュを使用する．また，伝搬演算子の算出に必要となる平方根行列の計算にDenman-Beavers
Iterative(DBI)法 [51]を適用することにより，POMによる効率的な導波路不連続問題の解析法を開
発する．さらに光回路全体の効率的な解析法を構築するため，従来の BPMおよび FEM解析法と
本手法を組み合わせた解析法を提案する．提案手法は従来の BiBPMとは異なり，伝搬方向の連続
的な構造変化を許容するため，より自由度の高い解析が可能となる．
本論文の構成は，以下の通りである．
第 2章では，FEMによる光導波路解析を行うため，導波モード解析のための一般化固有値方程

式，導波路伝搬解析のための連立一次方程式の定式化およびその解法について示す．また BPMに
よる効率的な伝搬解析のための定式化を行う．
第 3章では，FEMに基づく POMの定式化および手法の妥当性について検討を行う．本手法は

誘電体導波路の不連続面の解析を行うため，2次元スカラ波解析，3次元フルベクトル波解析の場
合で定式化を行い，特に，伝搬演算子の算出法の効率と安定性，プラズモニック導波路との突合
せ接続の解析に適用した場合の有用性について示す．
第 4章では，POMと有限要素ビーム伝搬法 (FE-BPM)を組み合わせた効率的な解析手法につい

て示す．本手法は複数の不連続点を有し，伝搬方向にも比較的緩やかな構造変化を伴う導波路構
造に適用可能であり，入出力の反射・透過特性を伝達行列法を使用して評価，および手法の妥当性
について検討を行う．また，プラズモニック導波路の場合で生じる解析精度の劣化に対して，伝
搬に寄与しないモードを減衰させるための線形フィルタを使用することで，解析精度が向上する
ことについて示す．
第 5章では，FEMの境界条件に伝搬演算子を適用することによる伝搬解析の効率化について検

討を行う．本手法は入出力ポートを終端するために要した PML領域を省くことで計算規模を縮小
することができる．さらに最終的に解くべき FEMの連立一次方程式を散乱行列化する方法を示し，
任意構造に対して領域分割を行い効率的に解析を行うための散乱演算子法を提案し，2次元導波路
構造に対して入出力特性の評価を行い，その妥当性と有用性について検討を行う．
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第 6章では，本研究で得られた結果をまとめる．
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第2章 有限要素法の定式化

2.1 まえがき

本章では，まず光波のふるまいを記述するマクスウェル方程式および構成関係式を示し，本研
究で扱う光導波路解析の目的に応じて，導波モード解析，導波路伝搬解析，ビーム伝搬解析の 3つ
の解析手法に大別し，有限要素法による具体的な定式化を示す．
導波モード解析は伝搬方向に構造が一様な導波路に対して，その断面を解析領域として，ある

動作周波数において存在しうる固有モードの電磁界振幅 (固有ベクトル)および伝搬方向の位相定
数 (固有値)を求めるものである．ここでは導波路の固有モード解析のための一般化固有値方程式
について，2次元光導波路問題では 1次要素から 3次要素までを使用した離散化方法を示す．また
3次元導波路問題では，スプリアス解を除去するために開発されているエッジ/ノーダルハイブリッ
ド要素を使用した離散化方法について示す．加えて一般化固有値方程式より，導波モードを効率
的に算出する方法として逆反復法について述べる．
導波路伝搬解析は任意の不連続箇所を含む領域全体を対象として，入射波に対する散乱電磁界

も含めた光波の振る舞いを解析するものである．ここでは 2次元導波路に対して，1次，2次三角
形要素を使用した有限要素法の定式化を示す．解析方法は最終的に連立一次方程式を解く問題に
帰着し，疎行列直接解法による効率的な計算が可能である．
ビーム伝搬解析は，導波路構造が伝搬方向に緩やかに変化し，反射波を無視できる場合に有効

な，緩慢変化包絡線近似に基づく解析手法であり，光波を伝搬方向とそれに垂直な面とに分け，伝
搬方向には逐次的に計算を進めていくため，解析領域全体を離散化する伝搬解析法に比べて計算
負荷を大幅に削減することができる．ここでは従来のフレネル近似よりも伝搬方向に対する傾斜
角が広い場合にも適用可能なパデ近似を利用した広角の有限要素ビーム伝搬法の定式化を示す．
また導波路伝搬解析，ビーム伝搬解析の際には，導波路構造によって生じる放射波が解析領域

端まで到達する開放系の領域を取り扱う場合，解析領域端からの非物理的な反射を抑圧する必要
があり，完全整合層 (Perfectly Matched Layer: PML)がよく利用されている．本章ではその実装方
法についても示す．
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2.2 基本式方程式

2.2.1 マクスウェルの方程式

光や電波は電磁波であり，その電磁界は空間座標 (x, y, z)と時間 tの関数である四つの電磁界ベ
クトル，すなわち電界E[V/m]，磁界H[A/m]，電束密度D[C/m2]，磁束密度B[Wb/m2]で表さ
れ，これらはマクスウェルの方程式

∇×E = −∂B

∂t
(ファラデーの法則) (2.1)

∇×H =
∂D

∂t
+ J (アンペア・マクスウェルの法則) (2.2)

に従う．ここに J [A/m2]は電流密度で，電荷密度 ρ[C/m2]との間に電荷保存の法則に対応する電
流連続の式

∇ · J = −∂ρ

∂t
(2.3)

が成り立つ．式 (2.1)∼(2.3)にベクトル公式

∇ · (∇×E) = 0 (2.4)

∇ · (∇×H) = 0 (2.5)

を用いると

∇ ·D = ρ (2.6)

∇ ·B = 0 (2.7)

が得られる．一般に，式 (2.1)，(2.2)，(2.6)，(2.7)をまとめてマクスウェルの方程式という．

2.2.2 構成関係式

マクスウェルの方程式は，物質の有無によらず，同じ形で書くことができ，物質の情報はすべ
て構成関係式の中に含まれている．ここでは線形で分散性のない，均質な等方性媒質を扱うこと
を考え，構成関係式は

D = ε0εrE (2.8)

B = µ0µrH (2.9)

J = J0 + σE (2.10)

で与えられる．ここに ε0[F/m]は真空誘電率，εrは比誘電率，µ0[H/m]は真空透磁率，µrは比透
磁率，σ[S/m]は導電率であり，J0[A/m

2]は何らかの方法で外部から加えられた電磁界の波源と
なる電流である．また，光学の分野でよく用いられる屈折率 nは

n =
√
εrµr (2.11)

で与えられるが，光学材料では µr = 1である場合が多く，このとき屈折率 nは

n =
√
εr (2.12)
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となる．いま，単一の角周波数 ω[rad/s]をもつ電磁波を考え，

E(x, y, z, t) = Re
[
Ẽ(x, y, z)exp(jωt)

]
(2.13)

H(x, y, z, t) = Re
[
H̃(x, y, z)exp(jωt)

]
(2.14)

D(x, y, z, t) = Re
[
D̃(x, y, z)exp(jωt)

]
(2.15)

B(x, y, z, t) = Re
[
B̃(x, y, z)exp(jωt)

]
(2.16)

のように関係づけられるフェーザ (複素振幅)表示の電界 Ẽ，磁界 H̃，電束密度 D̃，磁束密度 B̃

を導入し，これらを改めてE，H，D，Bと書くことにする．したがって，非導電性媒質 (σ = 0)
の場合，マクスウェルの方程式は構成方程式 (2.8)∼(2.10)を用いて

∇×E = −jωµ0H (2.17)

∇×H = jωε0n
2E + J0 (2.18)

∇ · (εrE) = ρ/ε0 (2.19)

∇ ·H = 0 (2.20)

と表すことができる．
また導電性媒質 (σ ̸= 0)の場合，式 (2.18)は複素比誘電率 ε̃rを導入することで，

∇×H = jωε0ε̃rE + J0, ε̃r ≡ n2 − j
σ

ωε0
(2.21)

と書くことができ，非導電性媒質の式と同じように扱うことができる．本論文中では，導電性媒
質の場合には n2 = ε̃rとして扱い，σの値に関わらず式 (2.18)を使用する．

2.2.3 2次元導波路解析のための基本式

y方向に一様な構造をもつ光導波路構造を考える．y方向には電磁界の変化がないため ∂/∂y → 0

とすると，波源が存在しない場合 (J0 = 0)，式 (2.17)，式 (2.18)の各成分は次のように書ける．

−∂Ey

∂z
= −jωµ0Hx (2.22)

∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
= −jωµ0Hy (2.23)

∂Ey

∂x
= −jωµ0Hz (2.24)

−∂Hy

∂z
= jωε0εrEx (2.25)

∂Hx

∂z
− ∂Hy

∂x
= jωε0εrEy (2.26)

∂Hy

∂x
= jωε0εrEz (2.27)

ここに Ei,Hi(i = x, y, z)はそれぞれ電界と磁界の i方向成分を表す．式 (2.22)，(2.24)，(2.26)に
したがって導出される波動方程式は

∂2Ey

∂x2
+

∂2Ey

∂z2
+ k20n

2Ey = 0 (2.28)
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と書ける．ここに k0は自由空間波数であり，ω
√
ε0µ0で与えられる．式 (2.28)で表される電磁界は

Ey，Hx，Hz 成分のみを含み，図 2.1(a)に示す方向に振動する電磁界を表す．また電界が波の伝
搬方向と直交する方向のみにあるため，TE(Transverse Electric)波と呼ばれる．残りの 2成分Hx，
Hz は

Hx =
1

jωµ0

∂Ey

∂z
(2.29)

Hz =
−1

jωµ0

∂Ey

∂x
(2.30)

で与えられる．一方，式 (2.23)，(2.25)，(2.27)より導出される波動方程式は

∂

∂x

(
1

n2

∂Hy

∂x

)
+

∂

∂z

(
1

n2

∂Hy

∂z

)
+ k20Hy = 0 (2.31)

と書ける．式 (2.31)で表される電磁界は Hy，Ex，Ez 成分のみを含み，図 2.1(b)に示す方向に
振動する電磁界を表す．また磁界が波の伝搬方向と直交する方向のみにあるため，TM(Transverse
Magnetic)波と呼ばれる．残りの 2成分Ex，Ez は

Ex =
−1

jωε0n2

∂Hy

∂z
(2.32)

Ez =
1

jωε0n2

∂Hy

∂x
(2.33)

で与えられる．式 (2.28)と式 (2.31)はお互いに独立した式であり，統一的に表現すると次によう
に表すことができる．

∂

∂x

(
p
∂Φ

∂x

)
+

∂

∂z

(
p
∂Φ

∂z

)
+ k20qΦ = 0 (2.34)

ここに p，q，Φは TE波の場合，

p = 1 q = n2 Φ = Ey (2.35)

と定義され，TM波の場合は，

p =
1

n2
q = 1 Φ = Hy (2.36)

で定義される．また，このとき Φ以外の電磁界成分は Φを用いて，

Ψx = jsp
1

ω

∂Φ

∂z
(2.37)

Ψz = −jsp
1

ω

∂Φ

∂x
(2.38)

で表され，Ψx，Ψz，sは TE波に対して，

Ψx = Hx, Ψz = Hz, s = −1/µ0 (2.39)

と定義され，TM波に対して，

Ψx = Ex, Ψz = Ez, s = 1/ε0 (2.40)

で定義される．
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(b) TMモード

図 2.1: 2次元スラブ導波路

2.2.4 3次元導波路解析のための基本式

マクスウェル方程式 (2.17)，(2.18)に対して波源が存在しない場合 (J0 = 0)を考え，

∇×式 (2.17) (2.41)

∇×
(

1

n2
·式 (2.18)

)
(2.42)

の計算を行うと，電界もしくは磁界のみで表されるベクトル波動方程式が導出され，それぞれ

∇× (∇×E)− k20n
2E = 0 (2.43)

∇×
(

1

n2
∇×H

)
− k20H = 0 (2.44)

で表される．また式 (2.43)と式 (2.44)を統一的に表現すると次のように表現できる．

∇× (p∇×Φ)− k20qΦ = 0 (2.45)

ここに p，q，Φは，Φを電界とする場合，

p = 1 q = n2 Φ = E (2.46)

で定義され，Φを磁界とする場合，

p =
1

n2
q = 1 Φ = H (2.47)

で定義される．またΦと対となる電磁界Ψは，

Ψ = jsp
1

ω
(∇×Φ) (2.48)

で与えられ，sはΦが電界のとき 1/µ0，磁界のとき−1/ε0である．3次元導波路のモードは電界
3成分 (Ex, Ey, Ez)と磁界 3成分 (Hx,Hy,Hz)の 6成分を含んでいるが，Ex成分とHy 成分が他
の 4成分に対して大きい Exモード (図 2.2(a))と，Ey 成分とHx成分が他の 4成分に対して大き
いEy モード (図 2.2(b))の二つに分類することができる．
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図 2.2: 3次元導波路構造

2.3 固有モード解析

2.3.1 2次元導波路問題における一般化固有値方程式

2次元スラブ導波路中を伝搬する固有モードが，z方向に伝搬定数 βで一様に伝搬しているとす
る．このとき電磁界 Φは

Φ(x, z) = ϕ(x)exp (−jβz) (2.49)

と表される．これを 2次元の波動方程式 (2.34)に代入することで，

∂

∂x

(
p
∂ϕ

∂x

)
+ (k20q − pβ2)ϕ = 0 (2.50)

を得る．式 (2.50)に対してガラーキン法に基づく有限要素法を適用する. まず対象となる領域を，
材料境界を跨がないように要素と呼ばれる小部分に分割し，各要素に対してガラーキン法の適用
を考える．図 2.3に示すような線節点要素で導波路断面の全体解析領域を分割することを考え，各
要素内の電磁界振幅 ϕは区分多項式によって近似的に

ϕ(x) ≃ ϕ̃(x) = {N(x)}{ϕe} (2.51)

{N(x)} = [N1(x) N2(x) · · · Nn(x)]
T (2.52)

{ϕe} = [ϕe1 ϕe2 · · · ϕen]
T (2.53)

と表現される．ここに上添字 T は転置を表し，{N(x)}は線節点要素の形状関数ベクトル，{ϕe}
は要素上に与えられた節点の電磁界振幅によるベクトルである．形状関数ベクトルの具体的な表
現は，関数 ϕの要素内変化を 1次多項式

ϕ̃(x) = a0 + a1x (2.54)

で近似する場合，図 2.3(a)に示すように節点が配置され，各節点の ϕの値は式 (2.54)より[
ϕ1

ϕ2

]
=

[
1 x1

1 x2

][
a0

a1

]
(2.55)
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で表すことができる．したがって，式 (2.54)かつ式 (2.55)より未知係数 ai(i = 0, 1)を消去するこ
とで形状関数ベクトルを求められる．このとき長さ座標

L1 =
l1
le
, L2 =

l2
le

(2.56)

le = x2 − x1, l1 = x2 − x, l2 = x− x1 (x2 > x1) (2.57)

を導入すると，形状関数は

{N} =

[
L1

L2

]
(2.58)

で与えられる．同様にして関数 ϕの要素内変化を 2次多項式および 3次多項式で近似する場合，そ
れぞれ図 2.3(b)および (c)のように節点を配置することで，近似多項式と形状関数ベクトルは次の
ように表される．

2次多項式近似の場合

ϕ̃(x) = a0 + a1x+ a2x
2 (2.59)

{N} =

L1(2L1 − 1)

L2(2L2 − 1)

4L1L2

 (2.60)

3次多項式近似の場合

ϕ̃(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 (2.61)

{N} =


9
2L

3
1 − 9

2L
2
1 + L1

9
2L

3
2 − 9

2L
2
2 + L2

L1L2

(
9L1 − 9

2L2

)
L1L2

(
9L2 − 9

2L1

)
 (2.62)

いま，電磁界振幅 ϕを近似解 ϕ̃を用いて表すと式 (2.50)は，

∂

∂x

(
p
∂ϕ̃

∂x

)
+ (k20q − pβ2)ϕ̃ = R (2.63)

のように誤差の分だけ残差Rが生じるため，重み関数を用意し，要素全体にわたって平均的に残
差がゼロとなるようにする．これを重み付け残差法と呼ぶ．ガラーキン法ではこの重み関数に形
状関数そのものを利用して，∫

e
N1Rdx = 0,

∫
e
N2Rdx = 0, · · ·

∫
e
NnRdx = 0 (2.64)

のように残差をキャンセルする．式 (2.64)は式 (2.63)の残差の表現を用いてベクトル形式で∫∫
e
{N}

[
∂

∂x

(
p
∂ϕ̃

∂x

)
+ (k20q − pβ2)ϕ̃

]
dxdy = {0} (2.65)

10



のように書ける．ここで部分積分

{N} ∂

∂x

(
p
∂ϕ̃

∂x

)
=

∂

∂x

(
p{N}∂ϕ̃

∂x

)
− p

∂{N}
∂x

∂ϕ̃

∂x
(2.66)

を利用すると，式 (2.65)は∫
e

[
−p

∂{N}
∂x

∂ϕ̃

∂x
+
(
k20q{N} − pβ2{N}

)
ϕ̃

]
dx = −

[
p{N}∂ϕ̃

∂x

]
(2.67)

のように表現できる．ここで式 (2.67)の左辺の ϕ̃を式 (2.51)を用いて節点値 {ϕe}で離散化すると，
各要素に対する離散化方程式は次で表される．∫

e

[
−p

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
+ k20q{N}{N}T − pβ2{N}{N}T

]
{ϕe}dx = −

[
p{N}∂ϕ̃

∂x

]
(2.68)

この要素方程式をすべての要素について重ね合わせることで (
∑

e{ϕe} → {ϕ})，系全体に対する
離散化方程式，いわゆる全体方程式を組み立てる．このとき式 (2.68)の右辺の境界積分項は隣接
する要素間において打ち消し合い，全体領域の両端の値だけが残るが，導波モード振幅は解析領
域端ではゼロになることを考慮すると無視できるため，最終的に次の一般化固有値方程式を得る．(

[K]− β2[M ]
)
{ϕ} = {0} (2.69)

[K] =
∑
e

∫
e

[
−p

d{N}
dx

d{N}T

dx
+ k20q{N}{N}T

]
(2.70)

[M ] =
∑
e

∫
e
p{N}{N}Tdx (2.71)

ここに
∑

eはすべての要素についての総和を取ることを意味する．[K]と [M ]はそれぞれ全体剛
性行列，全体質量行列と呼ばれる．最終的に解くべき一般化固有値方程式を組み立てるには，式
(2.70)および式 (2.71)の積分計算が必要となる．要素内で媒質定数が任意に変化する場合や曲辺
境界をもつ要素を用いた場合などにおいては，厳密な積分が困難なため数値積分が必要になるが，
それ以外の場合では長さ座標を利用した積分公式∫

e
Lk
1L

l
2dx = le

k!l!

(l + k + 1)!
(2.72)

を使うことで厳密な積分計算を比較的容易に実行することが可能であり，1次要素，2次要素，3
次要素の場合でそれぞれ次のように求めることができる．

1次要素の場合

d{N}
dx

= − 1

le

[
1

−1

]
(2.73)

∫
e
{N}{N}Tdx =

le
6

[
2 1

1 2

]
(2.74)

∫
e

d{N}
dx

d{N}T

dx
dx =

1

le

[
1 −1

−1 1

]
(2.75)
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2次要素の場合

d{N}
dx

= − 1

le

 4L1 − 1

−4L2 + 1

4(L2 − L1)

 (2.76)

∫
e
{N}{N}Tdx =

le
30

 4 −1 2

−1 4 2

2 2 16

 (2.77)

∫
e

d{N}
dx

d{N}T

dx
dx =

1

3le

 7 1 −8

1 7 −8

−8 −8 16

 (2.78)

3次要素の場合

d{N}
dx

= − 1

le


27
2 L

2
1 − 9L1 + 1

−27
2 L

2
2 + 9L2 − 1

−9L2
1 − 9

2L
2
2 + 27L1L2

9L2
2 +

9
2L

2
1 − 27L1L2

 (2.79)

∫
e
{N}{N}Tdx =

le
35


8
3

19
48

33
16 −3

4
19
48

8
3 −3

4
33
16

33
16 −3

4
27
2 −27

16

−3
4

33
16 −27

16
27
2

 (2.80)

∫
e

d{N}
dx

d{N}T

dx
dx =

1

5le


37
2 −13

8 −189
8

27
4

−13
8

37
2

27
4 −189

8

−189
8

27
4 54 −297

8
27
4 −189

8 −297
8 54

 (2.81)

図 2.4に線要素の 1次要素から 3次要素における電磁界の近似形態を示す．図はコアの屈折率が
2.4，クラッドの屈折率が 1の 3層スラブ導波路 (コア幅 0.5 µm)の基本モードをそれぞれの要素次
数で同じ節点数になるように要素分割を行い解析したものを表している．1次要素では要素内を線
形補間しているため，曲線形状に対する近似精度が劣る．また 2次要素と 3次要素はそれぞれ要
素内を 2次関数，3次関数で補間しており，特に急激に変化する電磁界付近を曲線形状で近似でき
るため，少ない節点数で精度良く解析できると考えられる．
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図 2.3: 線節点要素
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図 2.4: 電磁解振幅の近似解
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2.3.2 3次元導波路問題における一般化固有値方程式

3次元導波路の導波モードのベクトル波解析を行うため，電界もしくは磁界の 3成分を使用した
汎関数 F を導出する．汎関数は波動方程式 (2.45)にΦ∗を乗じ，解析領域全体で積分した形で与
えられ，ベクトル公式を用いて式変形することで，

F =

∫∫
Φ∗ ·

{
∇× (p∇×Φ)− k20qΦ

}
dxdy

=

∫∫ {
(∇×Φ∗) · (p∇×Φ)− k20qΦ

∗ ·Φ
}
dxdy −

∫∫
∇ · {Φ∗ · (p∇×Φ)} dxdy (2.82)

と書ける．ここで右辺第 2項はガウスの発散定理より∫∫
∇ · {Φ∗ × (p∇×Φ)} dxdy =

∮
Γ
n · [Φ∗ × (p∇×Φ)] dΓ (2.83)

のように解析領域の外周部である仮想境界 Γに関する周回積分で表すことができる．式 (2.83)の
右辺はベクトル公式よりさらに∮

Γ
n · [Φ∗ × (p∇×Φ)] dΓ =

∮
Γu

(n×Φ∗) · (p∇×Φ) +

∮
Γv

Φ∗ · [(p∇×Φ)× n] (2.84)

と書くことができる．ここで Γuおよび Γv に境界条件として，Φを電界とする場合にはそれぞれ
電気壁，磁気壁，Φを磁界とする場合にはそれぞれ磁気壁，電気壁を課すことで式 (2.84)の右辺
がゼロとなる．したがって，汎関数は最終的に

F =

∫∫ {
(∇×Φ∗) · (p∇×Φ)− k20qΦ

∗ ·Φ
}
dxdy (2.85)

で表すことができる．汎関数 (2.85)は通常の節点要素を使用して有限要素法を適用すると一般に
スプリアス解が発生することが知られている．そこで図 2.6に示すような三角形エッジ/ノーダル
ハイブリッド要素を用いて解析領域の xy断面を分割し，ベクトル波動方程式 (2.45)のΦを，

Φ =

ϕx

ϕy

ϕz

 =

 {U}T {ϕt}
{V }T {ϕt}

jβ{N}T {ϕz}

 e−jβz (2.86)

のように表し，断面内の電磁界をベクトル量として扱う．これにより要素境界において接線成分の
連続性を容易に課すことができる．ここに {U}および {V }は，辺要素に対する形状関数であり，
{N}は節点要素に対する形状関数である．いま各要素に対する汎関数を Fe として式 (2.85)に式
(2.86)を代入して整理すると，

Fe = {ϕt}T
[
p

(
∂{V }
∂x

− ∂{U}
∂y

)(
∂{V }T

∂x
− ∂{U}T

∂y

)
−k20q

(
{U}{U}T + {V }{V }T

)
− β2p

(
{U}{U}T + {V }{V }T

)]
{ϕt}

− β2p{ϕt}T
(
{V }∂{N}T

∂y
+ {U}∂{N}T

∂x

)
{ϕz}

− β2p{ϕz}T
(
∂{N}
∂y

{V }T +
∂{N}
∂x

{U}T
)
{ϕt}

− β2{ϕz}T
(
p
∂{N}
∂y

∂{N}T

∂y
+ p

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
− k20q{N}{N}T

)
{ϕz} (2.87)
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となる．式 (2.87)に変分原理

∂Fe

∂ϕ
(e)
i,j

= 0, i = t, z, j = 1, 2, · · · , n (2.88)

を適用すると，要素方程式が得られ，すべての要素について重ね合わせをとることで，式 (2.69)と
同じ形式で一般化固有値方程式を得ることができる．なお有限要素行列 [K]，[M ]は以下のように
表される．

[K] =

[
[Ktt] [0]

[0] [0]

]
， [M ] =

[
[Mtt] [Mtz]

[Mzt] [Mzz]

]
(2.89)

ここで，各小行列 [Kij ], [Mij ](i, j = t, z)は以下の式で与えられる．

[Ktt] =
∑
e

∫∫
e

[
p

(
∂{V }
∂x

− ∂{U}
∂y

)(
∂{V }T

∂x
− ∂{U}T

∂y

)
−k20q({U}{U}T + {V }{V }T )

]
dxdy (2.90)

[Mtt] =
∑
e

∫∫
e
p
(
{V }{V }T + {U}{U}T

)
dxdy (2.91)

[Mtz] =
∑
e

∫∫
e
p

(
{V }∂{N}T

∂y
+ {U}∂{N}T

∂x

)
dxdy (2.92)

[Mzt] = [Mtz]
T =

∑
e

∫∫
e
p

(
∂{N}
∂y

{V }T +
∂{N}
∂x

{U}T
)
dxdy (2.93)

[Mzz] =
∑
e

∫∫
e

[
p
∂{N}
∂y

∂{N}T

∂y
+ p

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
− k20q{N}{N}

]
dxdy (2.94)

節点要素に対する形状関数については 2.4節で使用するものと同じである．辺要素は要素境界上で
各辺に平行な成分と垂直な成分を未知変数にとる．また形状関数に用いる基底関数としては，ベクト
ル完全多項式空間から同次部分空間を除去した不完全多項式を使用することでスプリアス解の発生を
抑圧することも知られている [76]．以下では基本要素である不完全 1次 (Constant-Tangential/Linear-
Normal: CT/LN)辺要素に加え，高次要素の不完全 2次 (Linear-Tangential/Quadratic-Normal: LT/QN)
辺要素，不完全 3次 (Quadratic-Tangential/Cubic-Normal: QT/CuN)辺要素による形状関数について
説明する．

不完全 1次 (CT/LN)辺要素

不完全 1次多項式ベクトルは 3個の未知係数で表され，図 2.6(a)に示すような辺要素を考える
と，面内の電磁界は以下のように表現できる．

Φt =

3∑
i=1

aiÑ t,i (2.95)

Ñ t,1 = L1∇L2 − L2∇L1, Ñ t,2 = L2∇L3 − L3∇L2, Ñ t,3 = L3∇L1 − L1∇L3 (2.96)

16



ここに Li(i = 1, 2, 3)は図 2.5に示すような三角形要素内の面積座標を表し，以下で与えられる．

L1(x, z) =
S1(x, z)

Se
, L2(x, z) =

S2(x, z)

Se
, L3(x, z) =

S3(x, z)

Se
(2.97)

Se = S1 + S2 + S3, Si =
Ai +Bix+ Ciy

2
(i = 1, 2, 3) (2.98)

A1 = x2y3 − x3y2, A2 = x3y1 − x1y3, A3 = x1y2 − x2y1 (2.99)

B1 = y2 − y3, B2 = y3 − y1, B3 = y1 − y2 (2.100)

C1 = x3 − x2, C2 = x1 − x3, C3 = x2 − x1 (2.101)

いま未知変数 aiを電磁界の接線方向成分 Φt,iに置き換えて，面内の電磁界を

Φt =
3∑

i=1

N t,iΦt,i (2.102)

のように表すためには，形状関数ベクトル Ñ t,iの各辺に対する接線方向成分を求める必要がある．
三角形要素の辺 12について接線方向の単位ベクトルは

t1 =
∇L3

|∇L3|
× iz (2.103)

で表せるため，Ñ t,1の辺 12に対する接線成分の大きさは

t1 · Ñ t,1 =
∇L3

|∇L3|
× iz · (L1∇L2 − L2∇L1)

=
iz

|∇L3|
· (L1∇L2 ×∇L3 − L2∇L1 ×∇L3) (2.104)

と表現できる．ここで

L1 + L2 + L3 = 1 (2.105)

∇L1 +∇L2 +∇L3 = 0 (2.106)

の関係を利用することで，式 (2.104)はさらに

t1 · Ñ t,1 =
iz

|∇L3|
· (L1 + L2)(∇L1 ×∇L2)

=
iz

|∇L3|
· (1− L3)(∇L1 ×∇L2) =

1− L3

|∇L3|
· 1

2Se
(2.107)

と式変形できる．また |∇L3|は図 2.5中に示す三角形の高さ h1，辺の長さ l1を用いて

|∇L3| =
1

h3
=

l1
2Se

(2.108)

と書けることから，式 (2.107)(2.108)より辺 12上 (L3 = 0)においては

t1 · Ñ t,1 =
1

l1
(2.109)
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の関係が成り立つ．したがって辺 12における接線方向に対する形状関数N t,1は

N t,1 = l1Ñ t,1 (2.110)

で表される．よって，すべての辺に対しても同様の操作を行うことで各形状関数は

N t,1 = l1(L1∇L2−L2∇L1), N t,2 = l2(L2∇L3−L3∇L2), N t,3 = l3(L3∇L1−L1∇L3) (2.111)

と表すことができる．また最終的に

Φt =

3∑
i=1

(Uiix + Viiy)Φt,i (2.112)

で与えられる辺要素に対する形状関数 {U}，{V }の各成分は

X1 = l1

(
L1

∂L2

∂ξ
− L2

∂L1

∂ξ

)
, X2 = l2

(
L2

∂L3

∂ξ
− L3

∂L2

∂ξ

)
X3 = l3

(
L3

∂L1

∂ξ
− L1

∂L3

∂ξ

)
(2.113)

(X, ξ) = (U, x), (V, y) (2.114)

と表される．

不完全 2次 (LT/QN)辺要素

不完全 2次多項式ベクトルは 8個の未知係数で表され，図 2.6(b)に示すような辺要素を考える
と，面内の電磁界は以下のように表現できる．

Φt =

8∑
i=1

aiÑ t,i (2.115)

Ñ t,1 = L1∇L2, Ñ t,2 = L2∇L3, Ñ t,3 = L3∇L1, (2.116)

Ñ t,4 = L2∇L1, Ñ t,5 = L3∇L2, Ñ t,6 = L1∇L3, (2.117)

Ñ t,7 = 4L1L2∇L3, Ñ t,8 = 4L1L2∇L3 (2.118)

いま未知変数 aiを電磁界の接線方向成分 Φt,iに置き換えて，面内の電磁界を

Φt =

8∑
i=1

N t,iΦt,i (2.119)

のように表すためには，形状関数ベクトル Ñ t,1 ∼ Ñ t,6の各点におけるベクトル方向成分，およ
び Ñ t,7，Ñ t,8の各辺に対する法線方向成分を求める必要がある．Ñ t,1の頂点 1から頂点 2に向
かうベクトル方向成分の大きさは，式 (2.105)(2.106)(2.108)の関係より，頂点 1(L2 = L3 = 1)に
おいて，

t1 · Ñ t,1 =
∇L3

|∇L3|
× iz · (L1∇L2) =

1

l1
(2.120)
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で表される．よって，すべての頂点におけるベクトルに対しても同様の操作を行うことで各形状
関数N t,1 ∼ N t,6は

N t,1 = l1L1∇L2, N t,2 = l2L2∇L3, N t,3 = l3L3∇L1, (2.121)

N t,4 = l1L2∇L1, N t,5 = l2L3∇L2, N t,6 = l3L1∇L3 (2.122)

と表すことができる．一方，辺 12の法線方向の単位ベクトルは

n7 =
∇L3

|∇L3|
(2.123)

と書けることから，Ñ t,7の辺 12に対する法線成分の大きさは，式 (2.108)の関係より，辺の中点
(L1 = L2 = 1/2)において，

n7 · Ñ t,7 =
∇L3

|∇L3|
· (4L1L2∇L3) =

l1
2Se

(2.124)

で表すことができる．よって，同様の操作を行うことで各形状関数N t,7，N t,6は

N t,7 =
4Se

l1
L1L2∇L3, N t,8 =

4Se

l2
L2L3∇L1 (2.125)

と表すことができる．また最終的に

Φt =
8∑

i=1

(Uiix + Viiy)Φt,i (2.126)

で与えられる辺要素に対する形状関数 {U}，{V }の各成分は

Xt,1 = l1L1
∂L2

∂ξ
, Xt,2 = l2L2

∂L3

∂ξ
, Xt,3 = l3L3

∂L1

∂ξ
, (2.127)

Xt,4 = l1L2
∂L1

∂ξ
, Xt,5 = l2L3

∂L2

∂ξ
, Xt,6 = l3L1

∂L3

∂ξ
(2.128)

Xt,7 =
4Se

l1
L1L2

∂L3

∂ξ
, N t,8 =

4Se

l2
L2L3

∂L1

∂ξ
(2.129)

(X, ξ) = (U, x), (V, y) (2.130)

と表される．

不完全 3次 (QT/CuN)辺要素

不完全 3次多項式ベクトルは 15個の未知係数で表され，図 2.6(c)に示すような辺要素を考える
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と，面内の電磁界を以下のように表現できる．

Φt =
15∑
i=1

aiÑ t,i (2.131)

Ñ t,1 =
1

2
(L1∇L2 − L2∇L1)(4L1 − 1)(4L1 − 2), (2.132)

Ñ t,2 = (L1∇L2 − L2∇L1)(4L1 − 1)(4L2 − 1), (2.133)

Ñ t,3 =
1

2
(L1∇L2 − L2∇L1)(4L2 − 1)(4L2 − 2), (2.134)

Ñ t,4 =
1

2
(L2∇L3 − L3∇L2)(4L2 − 1)(4L2 − 2), (2.135)

Ñ t,5 = (L2∇L3 − L3∇L2)(4L2 − 1)(4L3 − 1), (2.136)

Ñ t,6 =
1

2
(L2∇L3 − L3∇L2)(4L3 − 1)(4L3 − 2), (2.137)

Ñ t,7 =
1

2
(L3∇L1 − L1∇L3)(4L3 − 1)(4L3 − 2), (2.138)

Ñ t,8 = (L3∇L1 − L1∇L3)(4L3 − 1)(4L1 − 1), (2.139)

Ñ t,9 =
1

2
(L3∇L1 − L1∇L3)(4L1 − 1)(4L1 − 2), (2.140)

Ñ t,10 = (L2∇L3 − L3∇L2)L1(4L1 − 1), (2.141)

Ñ t,11 = (L2∇L3 − L3∇L2)L2(4L1 − 1), (2.142)

Ñ t,12 = (L3∇L1 − L1∇L3)L2(4L2 − 1), (2.143)

Ñ t,13 = (L3∇L1 − L1∇L3)L3(4L2 − 1), (2.144)

Ñ t,14 = (L1∇L2 − L2∇L1)L3(4L3 − 1), (2.145)

Ñ t,15 = (L1∇L2 − L2∇L1)L1(4L3 − 1) (2.146)

ベクトル形状関数に関する詳細説明は文献 [40]に委ねることとして，ここでは {U}および {V }の
最終的な表現のみを以下に示す．

X1 =
1

2

(
L1

∂L2

∂ξ
− L2

∂L1

∂ξ

)
(4L1 − 1)(4L1 − 2) (2.147)

X2 =

(
L1

∂L2

∂ξ
− L2

∂L1

∂ξ

)
(4L1 − 1)(4L2 − 1) (2.148)

X3 =
1

2

(
L1

∂L2

∂ξ
− L2

∂L1

∂ξ

)
(4L2 − 1)(4L2 − 2) (2.149)

X4 =
1

2

(
L2

∂L3

∂ξ
− L3

∂L2

∂ξ

)
(4L2 − 1)(4L2 − 2) (2.150)

20



S2
S3

S1

(x1, z1)

l1
(x2, z2) (x3, z3)

Φt(x, y)

h1

図 2.5: 三角形要素

X5 =

(
L2

∂L3

∂ξ
− L3

∂L2

∂ξ

)
(4L2 − 1)(4L3 − 1) (2.151)

X6 =
1

2

(
L2

∂L3

∂ξ
− L3

∂L2

∂ξ

)
(4L3 − 1)(4L3 − 2) (2.152)

X7 =
1

2

(
L3

∂L1

∂ξ
− L1

∂L3

∂ξ

)
(4L3 − 1)(4L3 − 2) (2.153)

X8 =

(
L3

∂L1

∂ξ
− L1

∂L3

∂ξ

)
(4L3 − 1)(4L1 − 1) (2.154)

X9 =
1

2

(
L3

∂L1

∂ξ
− L1

∂L3

∂ξ

)
(4L3 − 1)(4L1 − 1) (2.155)

X10 =

(
L2

∂L3

∂ξ
− L3

∂L2

∂ξ

)
L1(4L1 − 1) (2.156)

X11 =

(
L3

∂L1

∂ξ
− L1

∂L3

∂ξ

)
L2(4L1 − 1) (2.157)

X12 =

(
L3

∂L1

∂ξ
− L1

∂L3

∂ξ

)
L2(4L2 − 1) (2.158)

X13 =

(
L1

∂L2

∂ξ
− L2

∂L1

∂ξ

)
L3(4L2 − 1) (2.159)

X14 =

(
L1

∂L2

∂ξ
− L2

∂L1

∂ξ

)
L3(4L3 − 1) (2.160)

X15 =

(
L2

∂L3

∂ξ
− L3

∂L2

∂ξ

)
L1(4L3 − 1) (2.161)

(X, ξ) = (U, x), (V, y) (2.162)

また，図 2.6ではリブ導波路を用いて，各要素に対して同程度の未知変数になるように解析領域を
分割して固有モード解析を行った際の基本モードの電磁界分布を示しているが，高次の要素を用
いることで少ない未知変数でも精度良く解析を行えることがわかる．
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(c) QT/CuN要素

図 2.6: 有限要素法における三角形エッジ/ノーダルハイブリッド要素 ( (I)辺要素形状と (II)電磁
界分布の近似解 )
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2.3.3 逆反復法

伝搬解析を行うためには入射モードをあらかじめ求めておく必要があり，前小節で示した一般
化固有値方程式より，入射波として設定する導波モードを求めることができる．固有モードを算
出する方法としては，一般に行列を対角化することで直接全固有値を求めることが可能であるが，
ここではより効率的に入射モードを求めるために，逆反復法による定式化を行いその概要を説明
する．逆反復法は，固有値問題を連立一次方程式を繰り返し解く問題に帰着させることができる
ため，マルチフロンタル法などを用いて計算の効率化を図ることができる．
逆反復法は通常最小固有値が求まる解法であるため一般化固有値方程式 (2.69)を以下のように

変形する．(
[K̃]− λ[M ]

)
{ϕ} = {0}

(
β2
max[M ]− [K] = [K̃], β2

max − β2 = λ
)

(2.163)

[A]{ϕ} = λ̃{ϕ}
(
[K̃]−1[M ] = [A],

1

λ
= λ̃

)
(2.164)

ここに λは標準固有値方程式の固有値であり

|λ1| > |λ2| > · · · > |λN | ( |λ̃1| < |λ̃2| < · · · < |λ̃N | ) (2.165)

の関係があるとする．また βmaxは伝搬定数の最大値であり，これに対応する基本モードが求まる
ことになる．次に以下のような反復計算式を考える．

{ϕ(k+1)} = [A]{ϕ(k)} {ϕ(0)} =
N∑
i=1

ai{ϕi} (2.166)

ここに {ϕ0}は反復計算の初期値であり，固有モードの重ね合わせで表す．上式に基づき {ϕ1}は

{ϕ1} = [A]{ϕ0}
= a1[A]{ϕ1}+ a2[A]{ϕ2}+ · · ·+ aN [A]{ϕN}
= a1λ̃1{ϕ1}+ a2λ̃2{ϕ2}+ · · ·+ aN λ̃N{ϕN} (2.167)

で表されることから，無限回の反復回数を考えると

lim
k→∞

{ϕ(k)} = lim
k→∞

(
a1λ̃

k
1{ϕ1}+ a2λ̃

k
2{ϕ2}+ · · ·+ aN λ̃k

N{ϕN}
)

= lim
k→∞

aN λ̃k
N

 a1
aN

(
λ̃1

λ̃N

)k

{ϕ1}+
a2
aN

(
λ̃2

λ̃N

)k

{ϕ2}+ · · ·+ {ϕN}


= lim

k→∞
aN λ̃k

N{ϕN} (2.168)

を得る．したがって，反復計算により最も大きい固有値 λ1 (= λ̃N )，つまり伝搬定数 βが βmaxに
最も近い固有モード ϕ1を求めることができる．このように逆反復法ではある固有値に対応する固
有モードを増大し，それ以外が減衰するため，初期値 {ϕ(0)}はランダムに与えて反復計算を行え
ばよいことになる．また高次モードを求めたい場合には βmaxに近似伝搬定数を指定することでそ
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れに最も近い固有モードを求めることができる．また固有値 β2は式 (2.163)より

(β2
max − β2)[M ]{ϕ} = (β2

max[M ]− [K]){ϕ}

β2
max − β2 = β2

max

{ϕ}T [M ]{ϕ}
{ϕ}T [M ]{ϕ}

− {ϕ}T [K]{ϕ}
{ϕ}T [M ]{ϕ}

∴ β2 =
{ϕ}T [K]{ϕ}
{ϕ}T [M ]{ϕ}

(2.169)

として求めることができる．また実際の有限要素法における反復計算では，導波モード求めるた
めに反復毎に固有ベクトルを正規化する必要があり，

{ϕ(k+1)′} = [K̃]−1[M ]{ϕ(k)} (2.170)

{ϕ(k+1)} =
{ϕ(k+1)′}

{ϕ(k+1)′}T [M ]{ϕ(k+1)′}
(2.171)

で与えられる反復計算式を実行する．

2.3.4 固有モード伝送パワーの評価式

導波路不連続部や入出力ポート上の特性を評価する場合，入射波に対する入出力導波路の固有
モード伝送パワーを知ることが重要であり，その計算方法について示す．
いま，入出力導波路上での電磁界を

Φ =
∑
i

aiΦi Ψ =
∑
i

aiΨi (2.172)

のように固有モードの重ね合わせとして表現すると，モードの直交性を利用して，次のような重
なり積分表現を得ることができる．∫∫

Ω
(Φ∗

i ×Ψ) · izdxdy = ai

∫∫
Ω
(Φ∗

i ×Ψi) · izdxdy (2.173)

ここで，導波モードの横成分は実数なので

Φi ×Ψ∗
i = Φ∗

i ×Ψi (2.174)

の関係が成り立つ．式 (2.173)より，モード振幅係数 aiは

ai =

∫∫
Ω (Φ×Ψ∗

i ) · izdxdy∫∫
Ω (Φi ×Ψ∗

i ) · izdxdy
(2.175)

で表される．また全電力 Ptはポインティングベクトルの時間平均より

Pt =
1

2
Re

{∫∫
Ω
(Φt ×Ψ∗

t ) · izdxdy
}

(2.176)

で与えられる．一方，任意の電磁界に対して i番目のモードが運ぶ電力 Piは，

Pi =
1

2
Re

{∫∫
Ω
{Φ× (aiΨi)

∗} · izdxdy
}

(2.177)
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で表され，モードの直交性より

Pi =
|ai|2

2
Re

{∫∫
Ω
(Φi ×Ψ∗

i ) · izdxdy
}

(2.178)

となる．よって，全電力に対する i番目の固有モード電力は式 (2.175)(2.176)(2.178)より

Pi

Pt
= Re

{ ∣∣∫∫ (Φ×Ψ∗
i ) · izdxdy

∣∣2∫∫
(Φi ×Ψ∗

i ) · izdxdy ·
∫∫

(Φt ×Ψ∗
t ) · izdxdy

}
(2.179)

で評価することができる．また固有モード電力はマクスウェルの方程式の関係から電界成分もし
くは磁界成分のみで評価が可能である．以下で 2次元導波路と 3次元導波路の場合の有限要素行
列を利用した具体的な表現を示す．

2次元導波路の場合

TE波の固有モードに対して，

Ey = ϕi(x)exp(−jβiz) (2.180)

Hx = −j
1

ωµ0

∂Ey

∂z
= − βi

ωµ0
ϕi(x)exp(−jβiz) (2.181)

であることから，重なり積分は∫
(Φi ×Ψ∗

i ) · izdx =

∫
−EyH

∗
xdx =

cβi
k0µ0

∫
|ϕi(x)|2dx (2.182)

と書ける．ここに k0は自由空間波数，cは光の伝搬速度である．同様に TMモードでは，

Hy = ϕi(x)exp(−jβiz) (2.183)

Ex = j
1

ωε0n2

∂Hy

∂z
=

βi
ωε0n2

ϕi(x)exp(−jβiz) (2.184)

であることから，∫
(Φi ×Ψ∗

i ) · izdx =

∫
ExH

∗
ydx =

cβi
k0ε0

∫
1

n2
|ϕi(x)|2dx (2.185)

と書ける．これらをまとめると i番目の固有モードの重なり積分表現は，電界もしくは磁界の一成
分を利用して，∫

(Φi ×Ψ∗
i ) · izdx = n

(i)
eff · cs

∫
p|ϕi(x)|2dx (2.186)

と書くことができる．ここに n
(i)
eff(= βi/k0)は実効屈折率であり，s, pはそれぞれ TE波の場合，

s = 1/µ0 p = 1 (2.187)

で定義され，TM波の場合は

s = 1/ε0 p = 1/n2 (2.188)
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で定義される．よって，有限要素法による表示式を用いると電力計算で必要となる重なり積分表
現は以下のように表される．∫

(Φi ×Ψ∗
i ) · izdx = n

(i)
eff · cs{ϕi}†[Mi]{ϕi} (2.189)∫

(Φ×Ψ∗
i ) · izdx = n

(i)
eff · cs{ϕ}†[Mi]{ϕi} (2.190)∫

(Φt ×Ψ∗
t ) · izdx = n

(t)
eff · cs{ϕt}†[Mt]{ϕt} (2.191)

ここに †は複素共役転置をとることを示す．

3次元導波路の場合

ベクトル波動方程式 (2.45)より，i番目の固有モードの重なり積分表現を∫∫
Ω
(Φ∗

i ×Ψi) · izdxdy =

∫∫
Ω

jc

k0
[Φ∗

i × (p∇×Φi)] · izdxdy (2.192)

のように変形し，電磁界Φiにエッジ/ノーダルハイブリッド要素に対する形状関数を用いた表現
を代入すると，各要素内では∫∫

Ωe

jc

k0
[Φ∗

i × (p∇×Φi)] · izdxdy

=

∫∫
Ωe

jc

k0
p

[
{ϕt,(i)}†{U}

(
∂{U}T

∂z
{ϕt,(i)} − jβi

∂{N}T

∂x
{ϕz,(i)}

)
−{ϕt,(i)}†{V }

(
jβi

∂{N}T

∂y
{ϕz,(i)} −

∂{V }T

∂z
{ϕt,(i)}

)]
dxdy (2.193)

と表せる．したがって ∂/∂z → −jβとして，導波路断面のすべての要素について重ね合わせると，
有限要素行列を用いて∫∫

Ω
(Φ∗

i ×Ψi) · izdxdy =
cβi
k0

{ϕt,(i)}†([Mtt]{ϕt,(i)}+ [Mtz]{ϕz,(i)}) (2.194)

と表せる．

2.4 導波路伝搬解析

2次元の波動方程式 (2.34)に対してガラーキン法に基づく有限要素法を適用する．図 2.7に示す
ような三角形節点要素で全体領域を分割することを考え，各要素内の電磁界Φは区分多項式によっ
て近似的に

Φ(x, z) ≃ Φ̃(x, z) = {N(x, z)}T {Φe} (2.195)

{N(x, z)} = [N1(x, z) N2(x, z) · · · Nn(x, z)]
T (2.196)

{Φe} = [Φe1 Φe2 · · · Φen]
T (2.197)
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と表現される．{Ni(x, z)}は三角形要素の形状関数ベクトル，{Φei}は要素上に与えられた節点の
電磁界振幅によるベクトルである．形状関数ベクトルの具体的な表現は，関数 Φの要素内変化を
1次多項式

Φ(x, z) = a0 + a1x+ a2z (2.198)

で近似する場合，図 2.7(a)に示すように節点を配置し，係数 ai(i = 0 ∼ 2)の具体表現を，各節点
の Φの値，すなわちΦe1

Φe2

Φe3

 =

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3


a0a1
a2

 (2.199)

から求め，式 (2.198)に代入することで得られる．ここで面積座標を導入すると，形状関数は

{N} = [L1 L2 L3]
T (2.200)

で与えられる．同様にして，関数 Φの要素内変化を 2次多項式で近似する場合，図 2.7(b)に示す
ように節点を配置することで，近似多項式と形状関数ベクトルは次のように表される．

Φ(x, z) = a0 + a1x+ a2z + a3x
2 + a4z

2 + a5xz (2.201)

{N} =



L1(2L1 − 1)

L2(2L2 − 1)

L3(2L3 − 1)

4L1L2

4L2L3

4L1L3


(2.202)

いま電磁界 Φを近似解 Φ̃を用いて表すと式 (2.34)は，

∂

∂x

(
p
∂Φ̃

∂x

)
+

∂

∂z

(
p
∂Φ̃

∂z

)
+ k20qΦ̃ = R (2.203)

のように残差Rが現れる．ここでガラーキン法を適用し，式 (2.203)に形状関数を乗じ，要素全体
の積分値をゼロとすることで∫∫

e
{N}

[
∂

∂x

(
p
∂Φ̃

∂x

)
+

∂

∂z

(
p
∂Φ̃

∂z

)
+ k20qΦ̃

]
dxdz = {0} (2.204)

のように書ける．ここで部分積分

{N} ∂

∂x

(
p
∂Φ̃

∂x

)
=

∂

∂x

(
p{N}∂Φ̃

∂x

)
− p

∂{N}
∂x

∂Φ̃

∂x
(2.205)

{N} ∂

∂z

(
p
∂Φ̃

∂z

)
=

∂

∂z

(
p{N}∂Φ̃

∂z

)
− p

∂{N}
∂z

∂Φ̃

∂z
(2.206)
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を適用し，さらに nxと nzをそれぞれ要素境界外向き法線ベクトルの x成分および z成分として，
2次元のガウスの発散定理∫∫

e

∂

∂x

(
p{N}∂Φ̃

∂x

)
dxdy =

∫
Γ
nx ·

(
p{N}∂Φ̃

∂x

)
dΓ (2.207)

∫∫
e

∂

∂z

(
p{N}∂Φ̃

∂z

)
dxdy =

∫
Γ
nz ·

(
p{N}∂Φ̃

∂z

)
dΓ (2.208)

∫
Γ
nx ·

(
p{N}∂Φ̃

∂x

)
dΓ +

∫
Γ
nz ·

(
p{N}∂Φ̃

∂z

)
dΓ =

∫
Γ
p{N}Γ

∂Φ̃

∂n
dΓ (2.209)

を利用すると式 (2.204)は∫∫
e

[
p
∂{N}
∂x

∂Φ̃

∂x
+ p

∂{N}
∂z

∂Φ̃

∂z
− k20q{N}Φ̃

]
dxdz =

∫
Γ
p{N}Γ

∂Φ̃

∂n
dΓ (2.210)

のように表現できる．ここに ∂/∂nは要素境界上における外向き法線方向微分を表す．式 (2.210)
の左辺の Φ̃を式 (2.195)を用いて節点値 {Φe}で離散化すると，各要素に対する離散化方程式は次
で表される．∫∫

e

[
p
∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
{Φe}+ p

∂{N}
∂z

∂{N}T

∂z
{Φe}

−k20q{N}{N}T {Φe}
]
dxdz =

∫
Γ
p{N}Γ

∂Φ̃

∂n
dΓ (2.211)

この要素方程式を全ての要素について重ね合わせることで (
∑

e{Φe} → {Φ})，全体方程式を組み
立てると最終的に次の行列方程式を得る．

[P ]{Φ} = {u} (2.212)

[P ] = [K]− k20[M ] (2.213)

[K] =
∑
e

∫∫
e

[
p
∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
+ p

∂{N}
∂z

∂{N}T

∂z

]
dxdz (2.214)

[M ] =
∑
e

∫∫
e
q{N}{N}Tdxdz (2.215)

{u} =
∑
e

′

(∫
Γ
p{N}Γ

∂Φ̃

∂n
dΓ

)
(2.216)

ここに
∑

e
′はある境界Γに関するすべての要素の総和を，

∫
Γはある境界に関する積分を意味する．

{N}Γはある境界において三角形要素に対応するように定義される線節点要素の形状関数を意味す
る．{u}は全体荷重ベクトルと呼ばれ，境界条件および入射条件を決定する項であり，式 (2.211)
の右辺が，全体の外部境界および電磁界が不連続になる入射境界でキャンセルされずに残ったもの
に対応する．外部境界に関しては，図 2.8に示すように完全整合層 (Perfectly Matched Layer: PML)
を解析領域周囲に課すことで電磁界を終端で十分に減衰させることができるため，境界積分項を
ゼロと置いても問題はない．PMLについては 2.6節で述べる．一方，入射境界は PML領域外，つ
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まり領域内部の断面を指定する必要がある．図 2.8のように入射断面 Γ (z = zin)を境に 2つの領
域 ΩA，ΩB に分割すると，全体荷重ベクトルは各領域で

{uA} =
∑
e

′
(∫

e
p{N}Γ

∂ΦA

∂nA

∣∣∣∣
Γ

dΓ

)
= −

∑
e

′
(∫

e
p{N}Γ

∂ΦA

∂z

∣∣∣∣
Γ

dΓ

)
(2.217)

{uB} =
∑
e

′
(∫

e
p{N}Γ

∂ΦB

∂nB

∣∣∣∣
Γ

dΓ

)
=
∑
e

′
(∫

e
p{N}Γ

∂ΦB

∂z

∣∣∣∣
Γ

dΓ

)
(2.218)

と表され，入射断面における電磁界は各領域で

ΦA|Γ = ΦA,in|Γ + ΦA,scat|Γ (2.219)

ΦB|Γ = ΦB,in|Γ + ΦB,scat|Γ (2.220)

のように表すことができる．ここにΦA,in，ΦB,inは入射電磁界，ΦA,scat，ΦB,scatは散乱電磁界を
表す．散乱電磁界は入射断面で連続であることから，

∂ΦA,scat

∂z

∣∣∣∣
Γ

=
∂ΦB,scat

∂z

∣∣∣∣
Γ

(2.221)

の関係が得られ，さらに入射電磁界は入射断面から各領域内部に同じ伝搬定数 βinをもつ入射モー
ド ϕinが伝搬することを仮定し，

ΦA,in = ϕin(x)exp(jβinnA) → ϕin(x)exp(−jβin(z − zin)) (2.222)

ΦB,in = ϕin(x)exp(jβinnB) → ϕin(x)exp(jβin(z − zin)) (2.223)

とすれば，2つの領域を統合した全体荷重ベクトル {u} (= {uA}+ {uB})は

{u} =
∑
e

′
[∫

e
p{N}Γ

(
∂ΦB

∂z
− ∂ΦA

∂z

)∣∣∣∣
Γ

dΓ

]
=
∑
e

′
(∫

e
j2pβin{N}ΓϕindΓ

)
(2.224)

となり，ϕinを離散化すると

{u} = j2βin
∑
e

′
(∫

e
p{N}Γ{N}TΓdΓ

)
{ϕin} (2.225)

のように簡略化することができる．
伝搬解析で最終的に解くべき連立一次方程式を組み立てるには，式 (2.214)，(2.215)および (2.225)

の積分計算が必要となる．要素内で媒質定数が任意に変化する場合や曲辺境界をもつ要素を用い
た場合などにおいては厳密な積分が困難なため数値積分が必要になるが，面積座標を利用した積
分公式∫∫

e
Lk
1L

l
2L

m
3 dxdy = 2Se

k!l!m!

(k + l +m+ 2)!
(2.226)

を利用することで厳密な積分計算を比較的容易に実行することが可能であり，1次要素，2次要素
の場合の結果はそれぞれ以下のようになる．
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(x2, z2)
Φe2

(x3, z3)
Φe3

(x1, z1)
Φe1

S3
S2

S1

Φ(x, z)

(a) 1次要素

(x2, z2)
Φe2

(x5, z5)
Φe5(x3, z3)

Φe3

(x1, z1)
Φe1

(x4, z4)
Φe4(x6, z6)

Φe6

S3
S2

S1

Φ(x, z)

(b) 2次要素

図 2.7: 三角形節点要素

1次要素の場合

∂{N}
∂x

=
1

2Se

B1

B2

B3

 ∂{N}
∂y

=
1

2Se

C1

C2

C3

 (2.227)

∫∫
e
{N}{N}Tdxdy =

Se

12

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 (2.228)

∫∫
e

∂{N}
∂ξ

∂{N}T

∂ξ
dxdy =

1

4Se

 X2
1 X1X2 X1X3

X2X1 X2
2 X2X3

X3X1 X3X2 X2
3

 (2.229)

(ξ,X) = (x,B), (y, C) (2.230)
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2次要素の場合

∂{N}
∂x

=
1

2Se



B1(4L1 − 1)

B2(4L2 − 1)

B3(4L3 − 1)

4(B1L2 +B2L1)

4(B2L3 +B3L2)

4(B3L1 +B1L3)


∂{N}
∂y

=
1

2Se



C1(4L1 − 1)

C2(4L2 − 1)

C3(4L3 − 1)

4(C1L2 + C2L1)

4(C2L3 + C3L2)

4(C3L1 + C1L3)


(2.231)

∫∫
e
{N}{N}Tdxdy =



6 −1 −1 0 −4 0

−1 6 −1 0 0 −4

−1 −1 6 −4 0 0

0 0 −4 32 16 16

−4 0 0 16 32 16

0 −4 0 16 16 32


(2.232)

∫∫
e

∂{N}
∂ξ

∂{N}T

∂ξ
dxdy (2.233)

=
1

12Se



3η11 − η12 − η13 4η12 0 4η13

−η12 3η22 − η23 4η12 4η23 0

−η13 − η23 3η33 0 4η23 4η13

4η12 4η12 0 8χ2
12 − 8η12 4χ12χ23 + 4η13 4χ12χ13 + 4η23

0 4η23 4η23 4χ12χ23 + 4η13 8χ2
23 − 8η23 4χ23χ13 + 4η12

4η13 0 4η13 4χ12χ13 + 4η23 4χ23χ13 + 4η12 8χ2
13 − 8η13


(2.234)

ηij = ζiζj (2.235)

χij = ζi + ζj (2.236)

(ξ, ζ) = (x,B), (y, C) (2.237)

有限要素法の伝搬解析における計算は疎行列を係数とする連立一次方程式の計算に帰着するた
め，疎行列向けの高速なソルバは，解析の効率化のために非常に重要である．連立一次方程式の
解法は大きく分けて直接法と反復法がある．一般に直接法は，分解計算において分解後に非零と
なる要素 (fill-in)が生じるために反復法に比べて必要なメモリ量が増大するが，反復法が収束しな
い問題でも解を求められる可能性があり，特に対称正定値の行列の場合は，数値誤差がなければ
必ず解を求められるという特徴があり，広く使用されている．現在では，fill-inとなる要素のみの
メモリを確保すること，fill-inがなるべく少なくなるように行・列の同時置換を行うことなどによ
り演算量・メモリ量を節約できる疎行列直接解法 (スパースソルバ)が主流となっている．本研究
ではスパースソルバであるマルチフロンタル法による連立一次方程式の解法を採用している．マ
ルチフロンタル法は外積形式によるコレスキー分解の変形であり，フロンタル行列と呼ばれる非
零要素のみを圧縮した小規模な蜜行列に対して LU分解の消去演算を行い高速化を図る方法であ
り [77]，有限要素法で得られる大規模な疎行列連立一次方程式の計算にも広く使用されている．ま
たスパースソルバのライブラリとしては，IBMのWSMP，intelのMath Kernel Libraryに含まれ
る PARADISO，日立の SkylineSolverなどの商用ソフトをはじめ，フリーの SPOOLES, SuperLU,
UMFPACKなど，多くのソフトが提供されている．
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図 2.8: 解析領域

2.5 ビーム伝搬解析

本節では電磁界を有限要素法を用いて離散化する有限要素ビーム伝搬法 (FE-BPM)の定式化を
行う．BPMでは，通常フレネル近似が用いられているため，光の伝搬方向を zとしたとき，その
適用は導波路の z軸に対する傾斜角が十分小さい場合に限られる．こうしたフレネル近似の欠点
を克服するための方法として，パデ近似を用いた広角 BPMが開発されている．ここではパデ式を
基本式とした FE-BPMを扱う．

2次元導波路を考え，電磁界Φを z方向に位相定数 k0n0で振動する伝搬項成分と緩慢変化する
包絡線振幅 ϕにわけ，電磁界 Φを以下のように表す．

Φ(x, z) = ϕ(x, z)exp(−jk0n0z) (2.238)

ここに n0は参照屈折率と呼ばれる．式 (2.238)を 2次元の波動方程式 (2.34)に代入すると

∂

∂x

(
p
∂ϕ

∂x

)
e−jk0n0z +

{
∂p

∂z

(
∂ϕ

∂z
e−jk0n0z − jk0n0ϕe

−jk0n0z

)}
+ p

{
∂

∂z

(
∂ϕ

∂z
e−jk0n0z − jk0n0ϕe

−jk0n0z

)}
+ k20qϕe

−jk0n0z = 0 (2.239)

を得る．ここで伝搬方向に対して屈折率が緩やかに変化する場合，∂p/∂z ≃ 0と近似できるため，
左辺第 2項を無視すると

∂

∂x

(
p
∂ϕ

∂x

)
+ p

∂2ϕ

∂z2
− j2k0n0p

∂ϕ

∂z
− k20n

2
0pϕ+ k20qϕ = 0 (2.240)

のような広角ビーム伝搬解析のための基本方程式が得られる．ここで電磁界振幅 ϕを形状関数ベ
クトル {N(x)}と要素節点ベクトル {ϕ}eを用いて

ϕ(x, z) = {N(x)}T {ϕe(z)} (2.241)
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のように表し，式 (2.240)に有限要素法を適用すると

[M ]
d2{ϕ}
dz2

− j2k0n0[M ]
d{ϕ}
dz

+ ([K]− k20n
2
0){ϕ} = {0} (2.242)

が得られる．このときの有限要素行列 [K]および [M ]はそれぞれ式 (2.70)，(2.71)と同じ形式で与
えられる．また式 (2.242)において d2/dz2の項を無視するとフレネル近似になる．広角 BPMでは
この項を無視せずパデ式を用いて近似を行う．簡単な方法として，式 (2.242)を形式的に d/dzに
関する漸化式

2jk0n0[M ]
d

dz

∣∣∣∣
n

{ϕ} =
([K]− k20n

2
0[M ]){ϕ}

1− 1
2jk0n0

d
dz

∣∣∣
n−1

(
d

dz

∣∣∣∣
−1

= 0

)
(2.243)

と書き，連分数展開を行うことでパデ式を求めることができる．Pade(1,0)の定式化は式 (2.243)で
n = 0とした場合に対応しており，

d{ϕ}
dz

=
1

2jk0n0
[M ]−1([K]− k20n

2
0[M ]){ϕ} (2.244)

のように得られた表現を，式 (2.242)の zの 2階微分項に代入することで

−j2k0n0[M̃ ]
d{ϕ}
dz

+ ([K]− k20n
2
0[M ]){ϕ} = {0} (2.245)

が得られる．ここで行列 [M̃ ]は

[M̃ ] = [M ] +
1

4k20n
2
0

([K]− k20n
2
0[M ]){ϕ} (2.246)

で与えられる．また式 (2.245)中の行列 [M̃ ]を行列 [M ]に置き換えることによってもフレネル式を
得ることができる．式 (2.245)に対してクランク・ニコルソン法により

d{ϕ}
dz

=
{ϕ}k+1 − {ϕ}k

∆z
(2.247)

{ϕ} = 0.5{ϕ}k+1 + 0.5{ϕ}k (2.248)

として z方向に差分化することによって，最終的に以下の逐次計算式を得ることができる．

[A]k{ϕ}k+1 = [B]k{ϕ}k (2.249)

ここに行列 [A]k，[B]kはそれぞれ以下のように定義される．

[A]k = −j2k0n0[M̃ ]k + 0.5∆z([K]k − k20n
2
0[M ]k) (2.250)

[B]k = −j2k0n0[M̃ ]k − 0.5∆z([K]k − k20n
2
0[M ]k) (2.251)

よって式 (2.249)より，入射端での電磁界{ϕ}0が与えられると，逐次計算により任意の位置 z = k∆z

における電磁界振幅 {ϕ}kを求めることができる．なお，ここではパデ式の導出に連分数展開を使
用したが，直接パデ展開を利用することも可能であり，これについては付録 A1で示す．
ビーム伝搬法においては，参照屈折率 n0を適切に選ぶことが解析精度を高めるために重要であ

る．最も簡単な方法は参照屈折率をクラッドあるいはコアの屈折率に選ぶことであるが，屈折率
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差の大きな導波路を扱う場合やあらかじめ設定した伝搬方向と実際の光の伝搬方向が異なる場合
には参照屈折率の選び方に注意が必要である．また，伝搬方向に導波路構造や光の伝搬姿態が変
化する場合には伝搬方向に参照屈折率を変化させることも必要になる．ここでは，導波路構造と
光の伝搬の変化に対応して伝搬方向に参照屈折率をアダプティブに更新する方法について述べる．
有限要素ビーム伝搬解析の基本式 (2.242)において，z方向の微分 d/dzを 0とおくと

[K]{ϕ} = k20n
2
0[M ]{ϕ} (2.252)

を得る．この式から，レイリー商を考え n0が実数であることを考慮して参照屈折率 n0は

n2
0 = Re

[
{ϕ}†[K]{ϕ}

k20{ϕ}†[M ]{ϕ}

]
(2.253)

と求めることができる．各伝搬ステップにおいて式 (2.253)に従って参照屈折率を更新することで
有限要素ビーム伝搬法の解析精度を高めることができる．

2.6 完全整合層

有限要素法では無限領域を扱うことは一般に難しく，仮想的に設定した解析領域端からの非物
理的な反射が問題になる場合には，適切な境界処理をする必要がある．解析領域端に単純な吸収
媒質を置いただけでは，吸収媒質の前後でのインピーダンス不整合からその境界で反射が生じて
しまう問題がある．ここでは，解析領域端に完全整合層 (Perfectly Matched Layer : PML)[78]∼[82]
と呼ばれる無反射吸収層で解析領域端を取り囲むことで解析領域から外に向かう波を無反射で吸
収させ，非物理的な反射波を抑圧する．ここでは複素係数を用いた座標変換に基づく PMLを考え，
放射波を吸収させる．
いま，解析領域の周囲に PML層を設け，その PML内部での座標変換を，

x̃ =

∫ x

x0

sx(x
′)dx′, ỹ =

∫ y

y0

sy(y
′)dy′, z̃ =

∫ z

z0

sz(z
′)dz′, (2.254)

とすると，i (i = x, y, z)に対する微分演算子は，それぞれ

∂

∂x̃
=

1

sx

∂

∂x

∂

∂ỹ
=

1

sy

∂

∂y

∂

∂z̃
=

1

sz

∂

∂z
(2.255)

と書ける．ここで si (i = x, y, z)はストレッチング変数であり，以下のように表される．

si = 1− j
(ρ
d

)m
tanδ (2.256)

ここに ρは PML境界からの距離，dは PMLの厚さ，δは PML終端における損失角である．mは
損失の分布を決め，m乗分布の損失であることを表す．mは数値的な誤差を減らすために，実用
的にはm = 2の 2乗分布がよく用いられる．
式 (2.255)を用いて 2次元波動方程式 (2.34)を書き換えると PML領域内の波動方程式は，

sz
∂

∂y

(
p

sy

∂ϕ̃

∂y

)
+ sy

∂

∂z

(
p

sz

∂ϕ̃

∂z

)
+ k20qsyszϕ̃ = 0 (2.257)
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となる．同様に 3次元波動方程式 (2.45)は PML領域内で，

∇× ([p]PML∇×Φ)− k20[q]PMLΦ = {0} (2.258)

[p]PML = p


sysz
sx

0 0

0 szsx
sy

0

0 0
sxsy
sz

 , [q]PML = q


sysz
sx

0 0

0 szsx
sy

0

0 0
sxsy
sz

 (2.259)

と表される．ただし，有限要素行列 (2.70)(2.71)(2.214)(2.215)を積分公式を使用して計算する場合，
要素内で各節点上の si(i = x, y, z)の値が異なるため，領域内の分布を節点値で補間する必要があ
る．具体的な表現については付録 A2に示す．
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第3章 伝搬演算子を用いた光導波路不連続問題の
効率的な解析法

3.1 まえがき

光導波路不連続問題では，図 3.1に示すような，ある導波路構造に対して伝搬方向に不連続な断
面における光波の伝搬特性を考えるもので，レーザーや導波路端面，異なる光導波路や光ファイ
バー同士の突合せ接続などで生じる反射・透過特性の評価が極めて重要である．また新たな光デバ
イスの設計や光通信システムを構築する上でも必須の問題である．これまでに様々な解析手法が
提案されているが，反射が存在しない場合には，フレネル損失を無視することで，モードの直交
性に基づく重なり積分を計算することによって，接続効率を評価することができる [83]∼[86]．こ
の方法は単純で容易に実装できるため，従来より広く使用されているが，屈折率差が大きく接続
部のモードフィールドが大きく異なる場合など，不連続部における反射を無視することができな
い問題に対して，反射波のうち導波モードは考慮できるが，放射波までは考慮できない [87, 88]．
モードフィールドを表現するために，導波モードとの類似性から，正弦関数や Hermite-Gaussian
関数など既知の直交基底関数を使用する場合，十分な精度を得るためには一般に非常に多くの基
底を用意する必要がある．一方で，導波路断面で固有モード展開を行うことで実際に存在する導
波モード，放射モード，エバネッセントモードを含むモードを選択的に利用することで，より高精
度な解析が可能である．このように固有モード展開に基づく不連続問題の解析法は，モード整合
法と呼ばれ，解析精度は高いが，事前の固有モード計算が必要となるため，一般に計算負荷が大
きいことが問題となる [52][53][54][88].
本章では，固有モードの算出を行わずに，任意のモードフィールドに対して不連続問題の解析

が可能である伝搬演算子法 (Propagation Operator Method: POM)の定式化およびその妥当性につい
て検討する．伝搬演算子の算出は特性行列の平方根の計算を行う必要があり，一般に行列の対角
化を行うことで計算できるが，固有値分解を行う必要があるため計算コストが高い．そこで従来
の POMではビーム伝搬法で実績のあるパデ近似を使用した伝搬演算子の近似法が広く使用される
ようになり，その有効性についての多くの研究で報告されている [43]，[47]∼[50]．しかしながら
パデ近似を使用する場合，エバネッセント波が伝搬に寄与するプラズモニック導波路の場合，求
まる伝搬演算子にスプリアスなモードが混在し，解析自体が不安定となることが報告されている
[89]．一方で，Denman-Beaver Iterative(DBI)法による平方根行列の計算法を導入した伝搬演算子
法は，有限差分法に基づく定式化により，その有用性が検討されており，パデ近似よりも安定し
た解析が可能であることが報告されている [51]．本章ではまず，より導波路形状への適合性と汎
用性の高い有限要素法に基づき，DBIを使用した伝搬演算子法の定式化を行い，2次元スカラ波解
析および 3次元ベクトル波解析における有用性を検討する．さらに，プラズモニック導波路への
適用が可能であることを確かめる．
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図 3.1: 不連続境界における入射波，反射波，および透過波

3.2 基礎理論および定式化

3.2.1 伝搬演算子法

2次元波動方程式 (2.34)を 2.3節の固有モード解析で使用した線要素の形状関数ベクトルを用い
て x方向のみを離散化する．ガラーキン法を適用すると，重み付け残差表現は以下のようになる．∫

e

[
{N} ∂

∂x

(
p
∂Φ̃

∂x

)
+ {N} ∂

∂z

(
p
∂Φ̃

∂z

)
+ k20q{N}Φ̃

]
dx = {0} (3.1)

ここで部分積分を用いて式変形し，境界積分項を無視すると∫
e

[
−p

∂{N}
∂x

∂Φ̃

∂x
+ p{N}

(
∂2Φ̃

∂z2

)
+ k20q{N}Φ̃

]
dx = {0} (3.2)

を得る．ここに pは z方向への構造変化がないことから zに関する偏微分に無依存となる．いま
形状関数を用いた区分多項式

Φ̃(x, z) = {N(x)}T {Φe(z)} (3.3)

により式 (3.2)を離散化することで，以下の要素方程式を得る．∫
e

[
−p

d{N}
dx

d{N}T

dx
{Φe}+ p{N}{N}T d

2{Φe}
dz2

+ k20q{N}{N}T {Φe}
]
dx = 0 (3.4)

この要素方程式をすべての要素について重ね合わせると，最終的に次の横断面の離散化方程式を
得る．

[M ]
d2{Φ}
dz2

+ [K]{Φ} = {0} (3.5)

[K] =
∑
e

∫
e

[
k20q{N}{N}T − p

d{N}
dx

d{N}T

dx

]
dx (3.6)

[M ] =
∑
e

∫
e
p{N}{N}Tdx (3.7)

なお 3次元導波路問題の場合は，導波路断面を 2.3節で示した三角形要素を使用して離散化するこ
とで式 (3.5)と同じ式が得られる．また式 (3.5)は一般化固有値方程式 (2.69)に対して β → j∂/∂z
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と置くことによっても得ることができる．式 (3.5)より，導波路中を伝搬する電磁界は形式的に

{Φ} = exp(−j[Q]z)
{
ϕ(+)

}
+ exp(j[Q]z)

{
ϕ(−)

}
(3.8)

[Q] =
√
[M ]−1[K] (3.9)

と表すことができる．ここに
{
ϕ(+)

}
，
{
ϕ(−)

}
はそれぞれ前進波，後進波の固有モード振幅を表す．

[Q]は z方向への伝搬特性を表す特性行列であり，一般化固有値方程式 (2.69)を標準固有値方程式
に変形した式

[M ]−1[K]{ϕ} = β2{ϕ} (3.10)

を考えると，[Q]2が {ϕ}を固有ベクトル，β2を固有値にもつ行列であることがわかる．よって式
(3.8)によりすべてのモードを考慮した伝搬特性を記述することが可能であること言える．いま，
導波路不連続問題の解析を行うためには，不連続面における電磁界の境界条件を満足する条件を
課す必要がある．以下で 2次元問題，3次元問題における境界条件を示す．

2次元導波路問題における境界条件

TE波 (TM波)の場合，電界 (磁界){Φ(z)}に対して磁界 (電界){Ψ(z)}は式 (2.37)で表され，こ
れを断面内の各要素に対してガラーキン法を適用すると重み付け残差表現は∫

e

[
{N}

(
Ψ− jsp

1

ω

dΦ

dz

)]
dx = 0 (3.11)

となり，すべての要素を足し合わせ，電磁界を形状関数を用いて離散化し，式 (3.8)に代入するこ
とで

{Ψ} = j[P ]
s

ω

d{Φ}
dz

(3.12)

=
s

ω

[
[Z]exp(−j[Q]z)

{
ϕ(+)

}
− [Z]exp(j[Q]z)

{
ϕ(−)

}]
(3.13)

を得ることができる．ここに [P ]および [Z]は

[P ] = [M0]
−1[M ] (3.14)

[M0] =
∑
e

∫
e
{N}{N}Tdx (3.15)

[Z] = [P ][Q] (3.16)

で与えられる．よって不連続面の境界条件は電磁界の接線成分の連続性より，{
ϕ
(+)
1

}
+
{
ϕ
(−)
1

}
=
{
ϕ
(+)
2

}
+
{
ϕ
(−)
2

}
(3.17)

[Z1]
{
ϕ
(+)
1

}
− [Z1]

{
ϕ
(−)
1

}
= [Z2]

{
ϕ
(+)
2

}
− [Z2]

{
ϕ
(−)
2

}
(3.18)

と表すことができる．ここに下添字 1，2はそれぞれ入射導波路側，出射導波路側を表す．いま不
連続部の前後では伝搬方向に構造が変化しない場合を考えると，出射導波路側では後進波が存在
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しないことから，反射波
{
ϕ
(−)
1

}
および透過波

{
ϕ
(+)
2

}
は，入射波

{
ϕ
(+)
1

}
を用いて

{
ϕ
(−)
1

}
=

[Z1]− [Z2]

[Z1] + [Z2]

{
ϕ
(+)
1

}
(3.19){

ϕ
(+)
2

}
=

2[Z1]

[Z1] + [Z2]

{
ϕ
(+)
1

}
(3.20)

として求めることができる．

3次元導波路問題における境界条件

3次元ベクトル波解析において導波路中を伝搬する電磁界は，形式的に 2次元解析の場合と同様
に記述できる．よって，電界もしくは磁界のみを考えれば，不連続部での境界条件は横方向の電
磁界 {ϕt}を用いて{

ϕ
(+)
t,1

}
+
{
ϕ
(−)
t,1

}
=
{
ϕ
(+)
t,2

}
+
{
ϕ
(−)
t,2

}
(3.21)

と表すことができる．しかしながらベクトル波解析の場合，2次元解析における TE波と TM波の
ように偏波を分離して取り扱うことができず，境界条件をより厳密に取り扱う必要がある．そこ
で不連部の境界条件として，電力の連続性を考える．
z方向に対する i番目の固有モード伝送パワーは式 (2.194)より求められるが，任意の伝搬波形

を扱う場合は，伝搬定数 βiを伝搬演算子 [Q]に置き換えて定式化する必要がある．また i番目の
固有モードの縦成分

{
ϕz,(i)

}
は一般化固有値方程式 (2.69)と有限要素行列 (2.89)より横成分を用

いて {
ϕz,(i)

}
= −[Mzz]

−1[Mzt]
{
ϕt,(i)

}
(3.22)

と表される．したがって，任意の伝搬波形に対する伝送パワーは，電磁界の横成分のみを用いて

1

2
Re

{∫∫
Ω
(Φ∗ ×Ψ) · izdxdy

}
=

c

2k0
{ϕt}T ([Mtt]− [Mtz][Mzz]

−1[Mzt])[Q] {ϕt}

=
c

2k0
{ϕt}T [F ]{ϕt} (3.23)

と表すことができる．ここに [F ] = ([Mtt]− [Mtz][Mzz]
−1[Mzt])[Q]と置いた．いま伝搬方向への

電力の流れは不連続境界において連続でなければならないので，不連続部の境界条件は

[F1]
{
ϕ
(+)
t,1

}
− [F1]

{
ϕ
(−)
t,1

}
= [F2]

{
ϕ
(+)
t,2

}
− [F2]

{
ϕ
(−)
t,2

}
(3.24)

が成り立つことである．よって，式 (3.21)，(3.24)より，出射導波路側からの反射を無視できる場
合，反射波および透過波は{

ϕ
(−)
t,1

}
=

[F1]− [F2]

[F1] + [F2]

{
ϕ
(+)
t,1

}
(3.25){

ϕ
(+)
t,2

}
=

2[F1]

[F1] + [F2]

{
ϕ
(+)
t,1

}
(3.26)

より求めることができる．
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3.2.2 DBI法

式 (3.9)で示すように，伝搬演算子行列を求めるためには平方根行列の算出が必要であり，この計
算精度と計算効率が POMの性能に直結する．行列の平方根を計算する方法としてNewton反復法
[90]がよく知られており，非正の実固有値を持たない行列に対して 2次収束する．しかし，Newton
反復法は数値安定性が非常に低く，浮動小数点演算には推奨されず，代替法として，Newton反復法
と数学的に等価な式変形により導かれるDenman-Beavers Iteration(DBI)が提案されている [91][92]．
DBI法による漸化式に基づく反復計算では，解の収束は保証されていないが，解が収束する際に
は 2次収束することが知られている．以下でNewton反復法の式変形により，DBI法の漸化式を導
出する．
複素行列 [A] ∈ Cn×nの平方根行列 [X] ∈ Cn×nを計算するために

F ([X]) = [X]2 − [A] = [0] (3.27)

の解を Newton法

[X]k+1 = [X]k − F ′ ([X]k)
−1 F ([X]k) , k = 0, 1, 2, · · · (3.28)

により求めることを考える．式 (3.28)に式 (3.27)の F を代入すると次の Newton反復法の漸化式
を得る．

[X]k+1 =
[X]k + [X]−1

k [A]

2
, [X]0 = [A] (3.29)

また，このときすべての kに対して

[A][X]k = [X]k[A] (3.30)

が成り立つ．ここで [Y ]k = [X]k，[Z]k = [A]−1
k [X]kと置くと，次の DBI法の漸化式を得る．

[Y ]k+1 =
[Y ]k + [Z]−1

k

2
(3.31)

[Z]k+1 =
[Z]k + [Y ]−1

k

2
(3.32)

ここに [I]は単位行列である．実際の伝搬演算子行列の計算では初期値を [Y ]0 = [Q]2，[Z]0 = [I]

と設定することになる．k = 0から反復計算を行うことで，最終的に [Y ]kが [Q]に，[Z]kが [Q]−1

に収束する．ただし，実数行列の平方根を DBI法で解くと，解が収束しないことがしばしば起こ
る．これは，平方根行列の各成分が複素数になる場合があるにも関わらず，DBI法の反復計算では
初期解が実数であれば実数解にしかならないためである．この問題を解決するためには初期解が
複素行列になるようにすればよく，ブランチカットの手法がしばしば用いられる．DBI法によって
求まる行列が複素数でも良いように行列の各成分に複素係数をかけ，複素行列として近似するこ
とでこの問題を解決することができる．したがって，ブランチカットの回転角を αとすると，最
終的な平方根行列は√

[A]k = exp
(
j
α

2

)√
[A]kexp(−jα) (3.33)

より求められることを利用して，[A]kexp(−jα)に対して DBI法を適用する．
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図 3.2: 2次元スラブ導波路端面からの光の放射問題

3.3 数値解析例

3.3.1 2次元スラブ弱導波路の突合せ接続

図 3.2に示すようなコアとクラッドの屈折率差が比較的小さい 2次元スラブ導波路を考え，動作
波長 1.3 µmの TE波あるいは TM波基本モードを入射したときの導波路端面での光の反射波・透
過波の解析精度を評価する．コアの屈折率を n1 = 3.54，クラッドの屈折率を n2 = 3.17とし，導
波路端面から先は空気を仮定して屈折率を 1.0とする．
図 3.3にコア幅を w = 1.0 µm，解析領域全体をW = 5.0 µmとした場合の反射電磁界および透

過電磁界を示す．図 3.3(a)は TE基本モードを入射した場合の電界振幅を示し，図 3.3(b)は TM基
本モードを入射した場合の磁界振幅である．なお解析領域端には幅 d = 0.5 µmの PML層を設け
ている．TEモードの場合，入射電磁界よりも透過電磁界が増大して見えるのは，出射側の空気の
波動インピーダンスが入射側に比べて大きいためであり，電力が増大しているわけではない．図
3.3では放射波が解析領域端に置かれた PMLにまで達しているが，無反射で吸収されていること
から，本手法における PMLの有効性が確認できる．これらの結果はより厳密な解析手法である
FEMによる結果ともよく一致しており，図 3.3の解析結果において基本モードの規格化反射パワー
は TEモードと TMモードでそれぞれ 0.362，0.258であり，FEMによる結果との相対誤差はそれ
ぞれ 0.006%，0.009%である．また図 3.4にそのときの FEMにより求まる伝搬界分布を示し，(a)，
(b)はそれぞれ TE基本モードを入射した場合と TM基本モードを入射した場合の結果である．図
3.4では，TE波に対しては電界を描画し TM波に対しては磁界を描画しているため，TEモードに
比べ TMモードでは出射側に放射する電磁界振幅は小さくなっている．
図 3.5にスラブ導波路のコア幅 wを 0.1 µmから 5.0 µmまで変化させたときの入射パワーで規

格化した基本モード反射パワーを示す．図には本手法の解析結果と併せて FEMおよび重なり積分
による解析結果も示している．本手法の解析結果は TEモード，TMモードのいずれの場合も FEM
による結果とよく一致していることがわかるが，重なり積分の結果はコア幅が狭い場合に大きく
異なっていることがわかる．これは以下のような理由が考えられる．コア幅が広くなる場合，コ
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アの屈折率と出射側の空気の屈折率のみで決まる反射率 (約 0.313)に近づくが，コア幅が狭くなる
と，入射側導波路の実効屈折率が出射側の一様媒質の屈折率に近づき，導波路端での屈折率不連
続が小さくなるため反射パワーが減少するはずである．しかし図 3.5の POMと FEMの解析結果
では反射パワーが極大となるコア幅が存在しており，これは出射側の等価屈折率が変動すること
によるものである．TEモードの場合を考えると，入射側導波路のスポットサイズが最も小さくな
る付近で出射側の等価屈折率が最小となり入射側導波路との実効屈折率差が最大になるため反射
が最大になると考えられる．等価屈折率は光の広がりと関係するため，特に出射側が光の閉じ込
め構造のない一様媒質の場合には，反射放射波を無視する重なり積分による評価では適切な評価
が困難となる．一方 POMでは図 3.5より不連続断面のみの解析で光の反射放射波も考慮した解析
が可能であると言える．
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図 3.3: 図 3.2の問題における不連続境界の電磁界分布
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図 3.4: 図 3.2の問題における不連続境界の FEM解析による伝搬界分布
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図 3.6: 空気中に置かれた導波路端面からの光の放射問題

3.3.2 2次元導波路端面における不連続

次に，図 3.6に示すような屈折率 n1 = 3.6の一様媒質の導波路が空気 (屈折率 n2 = 1.0)中に置
かれている場合を仮定し，動作波長 1.55 µmの TE波あるいは TM波基本モードを入射したときの
導波路端面での光の反射波・透過波を評価する．
図 3.7にコア幅を w = 0.5 µm，解析領域全体をW = 3.0 µmとした場合の反射電磁界および透

過電磁界を示す．図 3.7(a)は TE基本モードを入射した場合の電界振幅であり，図 3.7(b)は TM基
本モードを入射した場合の磁界振幅である．なお解析領域端には幅 d = 0.5 µmの PML層を設け
ている．また図 3.8にそのときの FEMにより求まる伝搬界分布を示す．図 3.8(a)に TE基本モー
ドを入射した場合，図 3.8(b)に TM基本モードを入射した場合の伝搬界分布を示しており，いず
れの入射モードもコアによく閉じ込められたモードとなっているが，反射波・透過波は不連続境
界上の遠方まで界が広がっていることがわかる．図 3.7でこの放射する界は，解析領域端に課した
PMLにより無反射で吸収されており，POMにおいてスプリアスな反射を完全に抑圧できているこ
とがわかる．PML領域内の FEMとの不一致は，吸収係数の違いによるものであり，導波モード
パワーの評価に影響はない．また図 3.7(a)，(b)のクラッド領域において，入射波の存在しない部
分に見られる反射・透過成分は図 3.8の不連続境界で屈折率が連続となっている領域における光の
回折の成分であり，POMでは不連続断面のみを離散化したいるにも関わらず，このような光の回
折も含めて FEMの結果とよく一致して解析可能であることがわかる．
図 3.9に導波路幅 wを 0.1 µmから 5.0 µmまで変化させたときの入射パワーで規格化した基本

モード反射パワーを示す．図には本手法の解析結果と併せて FEMと重なり積分による結果も示す．
POMによる解析結果は TE波，TM波のいずれも FEMの結果とよく一致している．よってコアと
クラッドの屈折率差が比較的大きな強導波路問題，および光の回折が生じやすい問題に対しても
本手法で高精度な解析が可能であると言える．
図 3.10に TE基本モード入射に対し，反射パワーを評価した際の FEMの結果を基準とした相対

誤差および計算時間比の DBI法における反復回数依存性を示す．また伝搬演算子行列の計算に対
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する収束性は，[Q]2と近似した平方根行列 [Q̃]の 2乗 [Q̃]2の間の近似誤差を

Error =
1

N2

∑
i,j

∣∣∣∣ ãij − aij
aij,max

∣∣∣∣ (3.34)

で評価し同図に示す．ここにN は行列サイズ，aijは真値 [Q]2の行列成分，ãijはDBI法で求めた
平方根行列の 2乗 [Q̃]2の成分であり，aij の最大値 aij,max = maxi,j |aij |で規格化した誤差で評価
している．この図から，反復回数の増加に対して計算時間はほぼ線形に増加していることがわか
る．また伝搬演算子行列の計算は 14回程度の反復で収束しているのに対し，反射パワーの解析結
果は 6回の反復で収束しており，そのときの計算時間は FEMの場合よりも短いことがわかる．た
だし FEMの計算時間はこの問題で約 3.6秒であり，2次元問題において本手法との間に計算時間
の大きな差は認められない．
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図 3.7: 図 3.6の問題における不連続境界の電磁界分布
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図 3.8: 図 3.6の問題における不連続境界の FEM解析による伝搬界分布

 0.00

 0.05

 0.10

 0.15

 0.20

 0.25

 0.30

 0.35

 0.40

 0.45

 0.50

 0.5  1.0  1.5  2.0  2.5  3.0  3.5  4.0  4.5  5.0

N
or

m
al

iz
ed

 p
ow

er
 [

A
.U

.]

 0.1

FEM (TE mode)
Overlap integral (TM mode)
Overlap integral (TE mode)
POM (TM mode)

FEM (TM mode)

POM (TE mode)

Reflectance at the boundary plane
between two different refractive indices

w [µm]
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図 3.11: 誘電体導波路とMIM導波路の突合せ構造

3.3.3 誘電体導波路とプラズモニック導波路の突合せ接続

プラズモニック導波路はナノメートルオーダーの領域に光を閉じ込めることができる反面，材
料損失が大きく，長距離伝送のためには誘電体導波路との接続が実用的な方法である．ここではま
ず本手法の有用性を確認するために，図 3.11に示すような誘電体導波路とプラズモニック導波路
を突き合わせ接続した場合に，誘電体導波路側から波長 1.55 µmの TM基本モードを入射した際
の反射・透過特性を 2次元 FEMに基づく POMにより評価する．誘電体導波路はシリコン導波路
とし，コアの比誘電率を εSilicon = 3.4772，クラッドの比誘電率を εAir = 1とする．またプラズモ
ニック導波路はMIM(Metal-Insulator-Metal)構造を考え金属材料は銀を用い複素比誘電率をドルー
デ・ローレンツモデル [93]より波長 1.55 µmに対して−103.33− j8.1301とする．また解析領域端
からの非物理的は反射を無反射で吸収し抑圧するために，解析領域W = 3 µmに対して PMLを
解析領域端の幅 d = 0.5 µmに課す．
図 3.12に不連続断面における基本モード反射パワーおよび透過パワーの本手法による解析結果と

FEMによって直接離散化を行い解析した結果を示す．図 3.12(a)はプラズモニック導波路のギャッ
プ幅 wp を 50 nmに固定し，誘電体導波路幅 wd を 200 ∼ 500 nmの範囲で変化させた場合のパ
ワーの依存性を示している．図 3.12(b)ではwdを 100 nmに固定し，wpを 10 ∼ 200 nmの範囲で
変化させた場合のパワーの依存性を示している．図より導波路幅が広い場合には wpよりも wdが
よりパワーの変化に強く依存していることがわかる．最大透過パワーは約 0.68であり，wpの最適
値は wdの最適値よりも小さいことがわかる．また本手法の解析結果は FEMによる解析結果とよ
く一致しており，本手法で精度の良い解析が可能であると言える．
図 3.13にwd = 300 nm，wp = 50 nmとした際の不連続部における電磁界振幅と FEMによる伝

搬界分布を示す．PML領域では光が減衰し，解析領域端からの反射を抑圧できていることがわか
る．また光は誘電体と金属の間の大きな屈折率差によって不連続部では強く反射していることが
わかる．透過波は不連続部で振幅が増大しているが，伝搬界分布を見ると，金属内部まで光は伝
搬せず，金属間の空気に強く光が閉じ込まっていることがわかる．本手法の結果は FEMによる解
析結果ともよく一致しており，十分な解析精度が得られていると言える．
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次に有限要素メッシュの分割数とパワーの収束性の関係を調べ，本手法の解析の効率について
議論する．POM解析では断面方向 (x方向)のみの離散化でよいが，FEM解析では図 3.14に示す
ように 2次元解析領域を直接離散化する必要があるために計算コストが大きくなる．ここでは図
3.14に示す均一メッシュを用いて解析を行い，図 3.15に横方向の分割数に対する反射・透過パワー
の依存性を示す．図には FEMによる解析結果も示しているが FEMの場合は伝搬方向の離散化が
必要となるため，ここでは十分な解析精度が得られるように伝搬方向 (z方向)の解析領域の長さ
Lを 1 µmとし，分割数が 200，100，50の場合について解析を行った結果を示している．いずれ
の解析結果も横方向の分割数が大きくなるにつれてパワーは収束値に近づいているが，FEMの場
合は，縦方向の分割数に収束性が強く依存しており，図に示す結果では POMよりも収束性が劣っ
ていることがわかる．横方向の分割数W/∆y = 1500のときの要素数と透過パワーの関係を POM
と FEMで比較すると，POMでは要素数 1, 500で透過パワーが 64.11%と最も収束値に近いのに
対して，FEMでは最も収束値に近い場合でも要素数が 150, 000必要となる．次に不均一メッシュ
を用いてより少ない分割数で精度よく解析するための検討を行う．プラズモニック導波路は金属
の表皮効果により金属表面とその付近の金属内部で電磁界の急激な減衰が生じるため，電磁界が
集中する付近の離散化をより細かくする必要があると考えられる．ここでは図 3.16に示すように，
wp = 50 nmのプラズモニック導波路の導波モードが金属内で減衰し，金属表面から振幅が e−1倍
となる距離を表皮厚さ δとし，これを 25 nmと見積もり，コア部を含めた 100 nmの分割を細分
化し，またそれ以外の領域は 1分割を 50 nmとして離散化を緩和する．図 3.17に不均一メッシュ
を用いた場合の横方向の分割数に対する反射・透過パワーの依存性を示す．ここでは不均一メッ
シュに加え，より高次の要素を用いてより少ない要素数で精度良く解析を行うことを考え，これ
までの検討で用いた 2次要素に加え 1次要素と 3次要素による解析を行い，要素数に対する収束
性を比較した．図より要素次数が高いほどパワーの収束が早く，均一メッシュを用いた場合に比
べ要素数を大きく削減できていることがわかる．3次要素の不均一メッシュでは要素数 70で 2次
要素の均一メッシュの要素数 1500の場合と同等の透過パワーが得られている．
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図 3.12: TM基本モードを入射した際の図 3.11の構造における不連続境界での基本モード反射・透
過パワーの導波路幅依存性
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図 3.18: 埋め込み型導波路: (a) 3次元導波路構造; (b)解析領域

3.3.4 埋め込み型導波路端面からの光の放射

まず図 3.18(a)に示す埋め込み型導波路に光を入射し，その端面から光が空気中に放射される場
合を考える．解析モデルの構造パラメータは h = 0.4 µm，w = 1 µmとし，コアの屈折率 n1を
3.54，クラッドの屈折率 n2を 3.17とする．本解析例では構造の対称性を考慮し，図 3.18(b)のよ
うな導波路断面の 4分の 1の解析領域 (3 × 2 µm) を 3次三角形エッジ/ノーダルハイブリッド要
素で分割する．また十分な解析精度が得られるように，要素数は 66とし，このとき未知変数の数
は 696である．図 3.19に動作波長 λ = 1.3 µmのEx基本モードおよびEy基本モードを入射した
際の基本モード反射パワーのコア幅依存性を示す．図には POMのスカラ波近似解析による結果，
FEMによるベクトル波解析結果および有限差分法 (FDM)に基づく POMによるベクトル波解析を
行った文献 [48]における結果も示している．スカラ波解析ではコア幅が小さくなるにつれ，反射
パワーは TEモードでは大きくなり，TMモードでは小さくなっていることがわかる．一方，その
他のベクトル波解析の結果ではコア形状が正方形になる w = 0.4 µmのときに Ex モードおよび
Eyモードの反射パワーが一致するようにパワーが変化している．これはスカラ波解析が x軸に垂
直な境界に対する境界条件を正確に扱えないためであると考えられる．本手法の結果は FEMや文
献 [48]の結果と概ね一致していることがわかる．図 3.20に w = 2 µmのときの Ex基本モードを
入射した際の不連続部における電磁界分布を示す．それぞれの界分布は放射波の様子が見えるよ
うに各波ごとに最大値で規格化して示している．またここでは解析領域端に PMLを置き放射波を
吸収する処理はしておらず，反射波に関しては解析領域端からのスプリアスな反射が見られる．図
3.21に w = 0.4 µmのときの Ex基本モードを入射した際の不連続部における電磁界分布を示す．
図 3.20と比較して，電磁界のマイナー成分の影響が強くなっており，反射波の Ey 成分の振幅の
最大値は w = 2 µmのときに比べて w = 0.4 µmのときでは約 2倍になっている．
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図 3.21: 図 3.18の構造 (w = 0.4 µm)におけるEx基本モードの入射波および反射波の電磁界分布

58



n1

n2

w

h

t1

t2

(a)
3 µm

4 µm

Air

(b)

図 3.22: リブ導波路: (a) 3次元導波路構造; (b)解析領域

3.3.5 リブ導波路端面からの光の放射

次に，入射導波路を図 3.22(a)に示すリブ導波路とし，構造パラメータを t1 = 2 µm，t2 = 1.3 µm，
h = 1.1 µm，w = 2 µm，屈折率を n1 = 3.44，n2 = 3.34とする．本解析例では構造の対称性を考
慮し，図 3.22(b)のような導波路断面の 4分の 1の解析領域 (3× 2 µm)を 3次三角形エッジ/ノーダ
ルハイブリッド要素で分割する．また十分な解析精度が得られるように，要素数は 66とし，この
とき未知変数の数は 696である．このリブ導波路端面から光が放射される場合について，1.55 µm

の基本モードを入射電磁界とし，POMにより不連続部における反射波を評価する．図 3.23にコア
幅 wを 1 ∼ 4.5 µmまで変化させたときの基本モード反射パワーのコア幅依存性を示す．図には
POMのスカラ波近似解析による解析結果も示している．ベクトル解析ではコア幅とコアの高さが
近いときにExモードとEyモードの反射パワーが近くなるが，コア幅が狭い場合には光の放射が
強くなり，横方向へ広がる光を適切に評価する必要がある．本提案手法の解析結果は FEMの結果
の傾向とよく一致してるが，僅かなずれが生じており，これは解析領域周囲からの反射による影
響が考えられる.
次に本手法の計算効率についての検討として図 3.24にw = 2 µmのときのEx基本モード反射パ

ワーの未知変数に対する依存性を示す．ここでは DBI法の反復回数を 10回とする．また FEMで
使用する要素次数は解析の収束性に依存するため，比較のために CT/LN要素，LT/QN要素および
QT/CuN要素による解析結果を示している．最も要素次数の高い QT/CuN要素では，反射パワー
は未知変数 600でほぼ収束しているしているが，LT/QN要素やCT/LN要素ではより多くの未知変
数を要することから収束性が劣化することがわかる．図には未知変数に対して解析に要する計算
時間も示しているが，いずれの要素に対しても指数関数的な計算時間の増大が見られる．そのた
め高次要素を用いて十分少ない未知変数で解析を行うことが効率的な解析のためには求められる．
図 3.25にEx基本モードの反射パワーと式 (3.34)で定義される平方根行列の近似誤差のDBI法

における反復回数に対する依存性を示す．ここでは QT/CuN要素を使用し，未知変数が 573であ
る場合の解析結果を示している．図より，反射パワーは平方根行列の誤差よりも早く収束し，6回
の反復で収束していることがわかる．このときの全体の解析時間は約 34秒であり，入射側と出力
側の伝搬演算子行列を算出する過程では 31秒である．このことから，全体の解析時間は伝搬演算
子行列の計算時間に大きく依存していることがわかる．なお計算時間は DBI法の反復回数に対し
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て線形的に増大するため，反復回数の削減をするため，適切な反復終了条件を与えることが解析
の効率化に直接的に影響すると言える．
図 3.26および図 3.27に Ex基本モードまたは Ey 基本モードを入射した際のリブ導波路端面に

おける入射，反射，透過波の POMによる電磁界振幅を示しており，図 3.26はベクトル波解析，図
3.27はスカラ波近似解析による結果である．ベクトル波解析とスカラ波近似解析の結果を比較す
ると，リブと空気の間の材料境界周辺では特にそれぞれ異なる電磁界分布が得られ，またスカラ
波近似解析の放射電磁界はベクトル波解析に比べて大きくなっていることがわかる．これは横方
向の屈折率差が大きな問題に対してはスカラ波近似解析が十分な解析が行えないためであり，こ
のことからもより厳密な解析のためにはベクトル波解析が必要であると言える．
いま上記の解析例では PMLを課さずに解析を行ったが，本来解析境域端から反射する電磁界は

非物理的な振る舞いであるために抑圧する必要がある．図 3.28に PMLを課さない場合と課した場
合の反射・透過波の解析結果を示している．ベクトル波解析の場合，PMLを課した際には解析領
域端に電磁界が局在するような非物理解が得られていることがわかる．ただし電磁界はそれぞれ
の最大値で規格化しており，規格化反射パワーについては PMLを課さない場合で 0.305，PMLを
課した場合で 0.337と極端な差はない．このような問題は PMLを課した際に非物理的な発散モー
ドが励起してしまうことが問題と考えられ，図 3.29に入射側と出射側構造における PMLを課し
た場合と課さない場合の行列 [Q]2の全固有値分布を示す．図より，PMLを課すことで固有値分布
が虚軸に対して非対称な分布にシフトしていることがわかる．フルベクトル FE-BPMでは虚部が
正の固有値が発散モードとして解析の不安定要因になることが報告されており [94]，現状エッジ/
ノーダルハイブリッド要素を使用したとしても不安定性を完全に取り除くことができない．本研
究においては非物理モードの励起が，図のような PMLを課した場合の固有値分布の変化に起因し
ていると考えられる．

60



 0.20

 0.25

 0.30

 0.35

 0.40

 0.45

 1.0  1.5  2.0  2.5  3.0  3.5  4.0  4.5

Ey(TM) mode

Ex(TE) mode

M
o
d
al

R
efl
ec
ti
v
it
y

Core width [µm]

Vector analysis
Scalar analysis

FEM

図 3.23: 図 3.22の構造に導波路端における基本モード反射パワーのコア幅依存性

CT/LN
LT/QN
QT/CuN

 0.28

 0.29

 0.30

 0.31

 0.32

 0.33

 0.34

 0.35

 0.36

 0  250  500  750  1000  1250  1500  1750  2000  2250
 0

 2000

 4000

 6000

 8000

 10000

 12000

 14000
C

PU
 T

im
e 

[s
ec

]

Number of unknown variables

M
od

al
 R

ef
le

ct
iv

ity

図 3.24: 3次元 POM解析における基本モード反射パワーと計算時間の全解析領域の未知変数に対
する依存性

61



 0.30

 0.35

 0.40

 0.45

 0.50

 0.55

 0.60

 0.65

 0.70

 0.75

 1  3  5  7  9  11  13  15  17  19
Number of iteration

M
od

al
 R

ef
le

ct
iv

ity

E
rr

or
10

−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−4

10
−2

10
0

10
2

10
−6

図 3.25: 3次元 POM解析における基本モード反射パワーと伝搬演算子行列の近似誤差のDBI法に
おける反復回数に対する依存性

62



(I) Ex成分 (II) Hx成分
(a)入射波

(I) Ex成分 (II) Hx成分
(b)反射波

(I) Ex成分 (II) Hx成分
(c)透過波

図 3.26: 図 3.22の構造 (w = 2 µm)における (I)Exモードおよび (II)Eyモードの基本モード入射，
反射，透過波の電磁界分布のベクトル POMによる解析結果
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(I) Ex成分 (II) Hx成分
(a)入射波

(I) Ex成分 (II) Hx成分
(b)反射波

(I) Ex成分 (II) Hx成分
(c)透過波

図 3.27: 図 3.22の構造 (w = 2 µm)における (I)Exモードおよび (II)Eyモードの基本モード入射，
反射，透過波の電磁界分布のスカラ POMによる解析結果
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(a) 反射波 (PML未装荷) (b) 反射波 (PML装荷)

(c) 透過波 (PML未装荷) (d) 透過波 (PML装荷)

図 3.28: 図 3.22の構造 (w = 2 µm)における PMLを課さない場合と課した場合の不連続部におけ
る反射・透過波
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(c) 出射側の全固有値分布 (PML未装荷)
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(d) 出射側の全固有値分布 (PML装荷)

図 3.29: 入射側 (リブ導波路)と出射側 (空気)の構造における行列 [Q]2の全固有値分布
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第4章 伝搬演算子を用いた複数の不連続点を有す
る光導波路の効率的な解析法

4.1 まえがき

前章では，POMにより，単一の不連続面の解析を効率的に解析が行えることを示した．POM解
析では不連続断面の前後の構造は伝搬方向に一様であることを仮定しているため，伝搬方向に対
する構造の変化を含めた不連続導波路の解析を行うことができない．伝搬方向に複数の不連続構
造がある場合には，一様構造を伝搬する光波を伝搬演算子により評価することで解析が可能であ
る．この方法は双方向ビーム伝搬法 (BiBPM)と呼ばれ，これまでに反復型 [66][73][74]，非反復型
[67]∼[72][75]の手法が提案されている．反復型の場合，一方向の伝搬を解析するために BPMを
不連続部の間で前進波と後進波に対して適用し，反射波を繰り返し伝搬させ，終端面への寄与を
足し合わせることで解析を行う．この方法は，十分な収束値を得るために一般に反復回数が大き
くなり，計算コストが増大する．一方，非反復型では，伝達行列法や散乱演算子法により不連続
断面間で生じる光の干渉も含めて効率的に解析を行うことができる．この場合，伝達行列を構成
するために行列指数関数による演算子の算出を必要とするが，一般に多項式近似を使用するため，
十分な精度を得るためには計算量が増大する．また，伝搬方向に構造が連続的に変化する場合，そ
の間を一様導波路で分割して階段近似を行う必要があり，各断面構造ごとに行列指数関数による
演算子を算出しなければならない．一方，緩慢変化包絡線近似に基づく従来の BPMを使用するこ
とで，伝搬方向に連続的に変化する構造を少ないステップ数で効率的に解析が可能であるが，不
連続断面構造で発生する反射波を扱うことができない．
そこで本章では，2次元光導波路において，複数の不連続点を有する光導波路の効率的な解析を

行うために POMと BPMの結合解法を開発する．本手法は不連続部における特性評価には POM
を，伝搬方向に対して連続的に構造変化する領域に対しては BPMを使用し，各部分領域に対して
伝達行列を構成することで解析領域全体を効率的に解析を行うことができる．本手法は，テーパ
導波路の突合せ接続，ギャップ構造の導波路，誘電体導波路とプラズモニック導波路の突合せ接続
の解析に適用し，本手法の有用性について検討を行う．

67



{φ
(−)
1 }

POM POM

{φ
(+)
4 }{φ

(+)
1 } {φ

(+)
2 }

{φ
(−)
2 }

{φ
(+)
3 }

{φ
(−)
3 }BPM

BPM

boundary I boundary II

Region 1 Region 3Region 2

y z

x

{φ}k−1{φ}k{φ}1{φ}0 {φ}2 {φ}k−2

∆z

図 4.1: FE-BPMと POMの結合解法の概念図

4.2 基礎理論および定式化

4.2.1 POMと BPMの結合解法

いま，図 4.1に示すような伝搬方向に対して 2箇所の導波路不連続を有する構造を考える．伝搬
方向に対して緩やかに構造が変化する領域を k個の領域に分割し，その入射端の電磁界と出射端
の振幅の関係は BPMの逐次計算式 (2.249)より{

ϕ
(+)
t,2

}
=
∏
k

[B2]
−1
k [A2]k

{
ϕ
(+)
t,3

}
(4.1){

ϕ
(−)
t,2

}
=
∏
k

[A2]
−1
k [B2]k

{
ϕ
(−)
t,3

}
(4.2)

と書ける．よってこれらの式と伝搬演算子法によって得られた導波路不連続部における関係式
(3.17)(3.18)より，最終的な入射端と出力端の関係式は[

{ϕ(+)
1 }

{ϕ(−)
1 }

]
= [PI ][B][PII ]

[
{ϕ(+)

4 }
{0}

]
(4.3)

[PI ] =

[
[I] [I]

[Z1] −[Z1]

]−1[
[I] [I]

[Z2] −[Z2]

]

[B] =

[∏
k[B2]

−1
k [A2]k [0]

[0]
∏

k[A2]
−1
k [B2]k

]

[PII ] =

[
[I] [I]

[Z2] −[Z2]

]−1[
[I] [I]

[Z3] −[Z3]

]

と表すことができる．入射側導波路と出力側導波路が同じ構造である場合は，行列 [PII ]を [PI ]の
逆行列で置き換えればよい．通常の FE-BPMでは反射波を扱うことはできないが，式 (4.3)では前
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進波と後進波に対してそれぞれ FE-BPMを適用するため反射波を扱うことが可能であり，さらに
不連続境界では POMの境界条件が適用されるため，2つの不連続境界間での共振も扱うことが可
能である．また，導波路の不連続構造が 3箇所以上ある場合は，式 (4.3)の伝達行列 [PI ][B][PII ]

を多段に接続することで，層数に関わらず，入出力特性を評価することが可能である．

4.2.2 線形フィルタによる不要モードの抑圧

不連続断面では導波モード以外の様々なモード成分が励振する可能性があり，その場合，伝搬角
度が大きく広がるような電磁界はビーム伝搬法で扱うことが困難であるため，解析精度の劣化が
予想される．特にプラズモニック導波路との接続を行う場合は，不連続部で生じるエバネッセン
ト波がビーム伝搬法で本質的に扱えないことが問題となる．しかしながら，プラズモニック導波
路では導波モードが単一のモードのみであるため，それ以外のモードの励振を抑圧する処理を行
うことで，上記の問題を解決できると考えられる．ここでは線形フィルタ [95]を用いて，FE-BPM
解析の過程で不要なモードを効率的に抑圧することを考える．いま，FEMによる一般化固有値方
程式 (2.69)を以下のように変形する．

([K]− β2
l [M ])−1{ϕi} =

1

β2
i − β2

l

{ϕi} (4.4)

ここに下添字 iは任意の固有モード番号を表し，ある伝搬定数 βl近傍の固有値に対する固有モー
ド振幅を増大させ，βlから遠いモードを減衰させることができる．この関係を用いて，線形フィ
ルタは

[F ] =

N∏
l=1

a[M ]

[K]− (atl + t0)[M ]
(4.5)

tl = exp(j(2l − 1)π/L) (4.6)

のように構成することができる．ここで t0は固有値の複素平面上のフィルタの中心，aはフィルタ
半径，N はフィルタ次数である．図 4.2にN = 2, 4, 8の複素平面上におけるフィルタ特性と実軸
上の特性を示す．実際の計算では，BPMの関係式 (4.1)(4.2)に対してフィルタ関数 [F ]を適用して{

ϕ
(+)
t,2

}
=
∏
k

[F ]−1[B2]
−1
k [A2]k

{
ϕ
(+)
t,3

}
(4.7){

ϕ
(−)
t,2

}
=
∏
k

[F ][A2]
−1
k [B2]k

{
ϕ
(−)
t,3

}
(4.8)

と変更することでフィルタリングできる．
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図 4.2: 複素平面上と実軸上におけるフィルタ特性
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図 4.3: テーパ導波路と一様矩形導波路の突合せ接続構造

4.3 数値解析例

4.3.1 テーパ導波路の突合せ接続

図 4.3に示すようなテーパ導波路と矩形導波路を突合せ接続した場合を考える．テーパ導波路の
屈折率を n1 = 1.45，n2 = 1.445，一様矩形導波路の屈折率を n3 = 3.24，n4 = 3.17とする．図の
ような構造では，不連続断面において反射波が生じるため，従来の BPMでの解析が困難である．
コア幅 1 µmの一様導波路から動作波長 1.55 µmの基本モードが入射され，幅が 2 µmから 3 µm

に線形変化するテーパ導波路を介し，幅 4 µmの一様導波路へ接続する場合を考える．図 4.4に TE
モード，TMモードを入射した場合の入出力ポートにおける電磁界振幅を示す．また従来の FEM
解析により得られた電磁界分布を挿入図として示しており，不連続部における反射と定在波が見ら
れる．本手法による解析結果は，従来の FEMによる解析結果と PML領域を除いてよく一致して
いることがわかる．本手法および FEMによる透過パワーは TEモードの場合，それぞれ 44.23%，
44.68%であり，TMモードの場合，それぞれ 45.34%，45.80%である．ただし電磁界のわずかな
不一致が PML領域付近で見られており，これは横方向に伝搬する放射波に対する BPMの解析精
度が十分ではないためであると考えられる．しかしながら，電磁界は横方向の解析領域端におい
ては PMLにより十分に減衰しているため，透過パワーの評価に大きく影響することはない．一方
で，比較のために図中に示している BPMによる解析結果は，本手法もしくは FEMの解析結果と
大きく異なっており，透過パワーは TEモードと TMモードの場合で，それぞれ 77.78%，77.74%

であり，十分な精度が得られていないことがわかる．
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図 4.4: 図 4.3の構造に対する入出力ポートにおける反射波・透過波
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図 4.5: 導波路間にギャップが生じる 2次元導波路不連続問題

4.3.2 エアギャップを有する導波路構造

不連続断面が伝搬方向に対して 2箇所存在する不連続導波路構造として，図 4.5に示すような 2つ
の誘電体導波路の接続部の間にエアギャップが生じるような構造を考える．入射側と出射側の導波
路は同じ構造とし，まず弱導波問題を考え構造パラメータをW = 5 µm，w = 1 µm，d = 0.5 µm，
屈折率を n1 = 3.54，n2 = 3.17とする．図 4.6にギャップ長 Lを 0.5 µmとしたときの基本モード
入射に対する不連続部における反射・透過波の FEMによる伝搬界分布を示す．エアギャップ領域
には光を閉じ込める構造が無いために，光が横方向に強く放射していることがわかる．解析の収
束性を確認するために，図 4.7に基本モード反射パワーの動作波長あたりの分割数に対する依存
性を示す．FEMは解析領域全体の離散化が必要であるため，ここでは 0.5 µmの PML領域を含め
て伝搬方向の解析領域サイズを L = 2.5 µmとする．ここでは FEM解析においては 2次三角形要
素，本手法の解析においては 2次線要素を使用する．図 4.7(a)では伝搬方向の分割数を十分細かく
し，横方向に沿った分割数に対する収束性を示している．収束に必要な横方向の分割数は FEMと
本手法の場合でほぼ同じとなり，1波長あたり 10要素分割で十分な収束値を得られている．一方
で，図 4.7(b)では横方向の分割数を十分細かくし，伝搬方向に沿った分割数に対する収束性を示
しており，FEMよりも少ない分割数で本手法の収束値を得られていることがわかる．このとき解
くべき行列サイズと計算時間は，FEMによる解析では，それぞれ 5265，60msであり，本手法に
よる解析では，それぞれ，130，25msである．本解析例では，計算時間に大きな差は無いが，3次
元ベクトル波解析の場合，本手法により離散化を大幅に減少することができるため，従来の FEM
よりも効率的な解析が期待できる．加えて，各導波路構造における伝搬演算子の算出は並列計算
が可能であるため，さらなる効率化も可能であると考えられる．図 4.8に波長 1.3 µmの TE基本
モードおよび TM基本モードを入射した際の規格化反射・透過パワーのギャップ長 Lに対する依
存性を示す．図より，反射パワーおよび透過パワーはギャップ長が変化に伴って，極大と極小をと
ることがわかる．これは 2つの不連続境界の間で起こる Fabry-Perót共振によるもので，透過波と
反射波の干渉についても扱うことが可能であることを示している．図 4.9に L = 0.5µmとした場
合の入出力断面における電磁界分布を示す．反射波と透過波はクラッド領域に光が広がり，本手法
で放射波を評価できていることがわかる．クラッド部においてわずかな誤差が生じているが，図
4.8に示すように，基本モードの伝搬特性を評価する上で誤差はほとんど影響を受けず，提案手法
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の解析精度は実質的に求められる解析精度を有していると言える．
次に強導波路に対して本手法の有用性を調べるために，図 4.5のギャップ構造において，構造パ

ラメータをW = 3 µm，w = 0.5 µm，d = 0.5 µm，屈折率を n1 = 3.6，n2 = 1に変更して解析
を行う．図 4.10に波長 1.55 µmの TE基本モードおよび TM基本モードを入射した際の規格化反
射・透過パワーのギャップ長 Lに対する依存性を示す．図ではギャップ長が比較的長い場合には，
本手法と FEMの解析結果がよく一致しているが，ギャップ長が短い場合には両偏波で解析結果が
一致していないことがわかる．
この原因について考察するために，図 4.11に示すように単一の不連続部から TM基本モード

が放射する場合の光の伝搬特性を BPMを用いて解析を行った結果を示す．図では (a)で 2次元解
析領域を光が伝搬する様子を，(b)では不連続境界からそれぞれ放射した光が距離 lI = 0.1 µm，
lII = 0.4 µm，lIII = 0.8 µmだけ伝搬した位置での断面の電磁界振幅を示している．伝搬距離が短
い場合，BPMと FEMの誤差が大きく，伝搬距離が長くなると誤差が小さくなっていることがわか
る．また BPMと FEM解析によって得られる電磁界振幅を比較すると，本来伝搬と共にクラッド
領域で減衰するエバネッセントモードが，BPM解析では十分に減衰することなく導波モードと共
に伝搬していることがわかる．これは BPMの近似では伝搬方向とは大きく異なる方向に対する波
数ベクトルに対して十分な解析精度が得られず，その結果，図 4.10に示すようなパワーの解析精
度の劣化が生じたと考えられる．一方で，エバネッセント波が十分に減衰するだけの距離を伝搬
させることで本手法の結果は FEMの結果とよく一致するようになる．この問題の解決法として，
BPMを用いる代わりにギャップの伝搬特性を表す伝達行列を固有モード展開によって生成する方
法があるが，伝搬方向に構造が変化するような問題を扱う場合，モード展開に膨大な計算コスト
を要する問題がある．また，先行研究ではベクトル FE-BPMにおいて線形フィルタによって不要
なモードの励振を抑圧することに成功しており [95]，このフィルタを本手法に適用することでエ
バネッセント波を減衰させることが可能である．しかしながら，ここで扱うような様々なモード
を扱う必要のある問題に対しては適切なフィルタリング範囲の設定が容易ではない．このような
問題は BPMの解析手法自体に起因するものでるが，伝搬距離が短い場合に限った問題であり，計
算コストについて考えると，伝搬距離が短い場合であれば FEMでも比較的低コストで解析を行う
ことが可能なため，本手法は伝搬距離が長い導波路構造に対しては依然として高精度，高効率な
解析が可能である．
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図 4.6: 図 4.5の構造における電磁界分布 (L = 0.5 µm)

 0.42

 0.44

 0.46

 0.48

 0.50

 0.52

 0.54

 0.56

 0.58

 0.60

 0.62

 0.64

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

R
ef

le
ct

io
n

Number of division

FEM
POM+BPM

per wavelength

(a) 横方向分割数に対する反射パワー

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1.0

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2.0

 2.2

 0  5  10  15  20  25  30  35

R
ef

le
tio

n

Number of division

FEM
POM+BPM

per wavelength

(b) 伝搬方向分割数に対する反射パワー
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図 4.8: 図 4.5の弱導波路問題 (n1 = 3.54, n2 = 3.17)における基本モード入射に対する反射・透過
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図 4.9: 図 4.5の弱導波路問題 (n1 = 3.54, n2 = 3.17)における不連続部の電磁界分布 (L = 0.5 µm)
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4.3.3 誘電体導波路とプラズモニック導波路の多段接続

ここで図 4.12の構造において，シリコンの誘電体導波路と銀を用いたMIM構造のプラズモニッ
ク導波路を考え，構造パラメータを wd = 300 nm，wp = 50 nm，W = 3000 nm，d = 0.5 µmと
する．プラズモニック導波路を扱う場合，不連続部で励起するエバネッセント波が BPM解析にお
いて精度劣化の原因となることが考えられる．そこでフィルタ関数 (4.6)を使用して，導波モード
の伝送に寄与しないモード成分を抑圧して解析を行う．このときプラズモニック導波路の全固有
値分布は図 4.13に示す複素平面上で表され，導波モードに対応する固有値は正の実数に存在する
ため，それ以外をフィルタリングするように線形フィルタのパラメータを設計する．まず線形フィ
ルタの有用性を検討するために，図 4.14の構造に対して，TM基本モードを入射した際の誘電体
導波路とプラズモニック導波路の接続部における不連続断面から透過した光に対して，BPMによ
る伝搬解析を行った結果を示す．図 4.14(a)は 2次元解析領域を光が伝搬する様子を，図 4.14(b)は
不連続境界からそれぞれ放射した光が距離 lI = 50 nm, lII = 100 nm，lIII = 500 nmだけ伝搬し
た位置での断面の電磁界振幅を示している．FEM解析では不連続部で励起されたエバネッセント
モードがプラズモニック導波路を 50 nm伝搬した位置でほとんど 0に近づいている一方，BPM解
析の結果はエバネッセントモードが金属内部で十分に減衰することなく伝搬していることがわか
る．導波モードのみを伝搬するように設計した線形フィルタを適用した BPMの解析結果では単一
モードのみが伝搬しており，lI = 50 nmの場合を除き，FEM解析の結果とほぼ一致していること
がわかる．よってこの線形フィルタを適用することで，POMとBPMの結合解法において精度のよ
い解析が可能であると考えられる．図 4.12の構造において波長 1.55 µmの TM基本モードを入射
した際の反射および透過パワーのプラズモニック導波路幅 Lに対する依存性をそれぞれ図 4.15お
よび図 4.16に示す．通常の BPMを用いた場合では伝搬距離が短い場合に FEMの結果と大きく異
なっていることがわかる．一方でフィルタリング処理を行った場合では伝搬距離に関わらず FEM
の結果とよく一致している．また解析結果からプラズモニック導波路を伝搬する光が反射波と透
過波の干渉によってパワーの増減が生じ，これは図 4.17に示すプラズモニック導波路の長さ Lが
1750 nm，2000 nmのときの FEM解析による伝搬界分布からも確認できる．
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図 4.17: 図 4.12の構造における FEMによる伝搬界分布
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第5章 伝搬演算子を用いた任意構造を有する光導
波路の効率的な解析法

5.1 まえがき

有限要素法は電磁界解析で広く用いられている極めて汎用性の高い数値解析手法の一つである
が，開領域問題を扱う場合，解析領域外部へ伝搬する光波を扱うための適切な境界処理が必須で
ある．近年ではこのような境界処理に PMLが高性能な無反射吸収層としてとりわけ多くの問題で
使用されている．しかしながら，PMLを使用する場合，仮想的な媒質を解析領域全周囲に置くた
めの余計な解析領域を確保しなければならず，計算機メモリが大幅に増大することがボトルネック
となる．特にフォトニック結晶などの周期構造では，緩やかな電磁界の減衰を必要とし，PML領
域の大幅な拡大が必要となる [81]．PMLが使用され始める以前は，境界上で電磁界が連続となる
ように固有モード展開による処理を行うことで，解析領域を終端する方法が使用された [96]．こ
の方法では，導波モード，放射モード，エバネッセントモードを正確に扱うことができる反面，解
析領域終端で放射波の影響が大きい問題などを扱うためには多くのモードを必要とし，計算コス
トが膨大になる．近軸近似に基づいた比較的簡単な境界条件では，モード展開を必要とせず容易
に実装可能であるが，放射波を扱うことはできない [97]．また別の近似的な境界条件として，パ
デ近似を使用した境界条件も提案されており，近軸近似に基づく境界条件と比較して広角伝搬が
可能で，放射波を含めた解析が可能である [98]が，各境界において設定される参照屈折率によっ
て伝搬方向を特徴付けられる．したがって，大きな放射成分が寄与する開領域問題の場合，これ
らの近似的な境界条件では精度の劣化を避けることが困難である．
そこで，本章では境界条件として POMを適用した効率的な有限要素法の解析手法ついて検討を

行う．これにより，任意の電磁界成分に対して PMLや固有モード展開を使用せずに解析領域を終
端することが可能となる．さらに，入出力ポートを解析領域外部の境界上で終端しているため，全
体の解析領域を小ブロック領域に分割して解析を行うことが可能となる．これにより従来ではあ
る構造に対して，その都度大規模な連立一次方程式を解かなければならなかったのに対し，本手
法では全体素子構造を入出力がセットとなった機能ブロックの多段接続と見なし，各ブロック構
造ごとに計算をすれば良いため，自動最適設計に応用した場合にその有用性が高いと考えられる．
分割領域の接続による解析方法としては，伝達行列法 (Transfer Matrix Mehod: TMM)[67] [68] [75]

[99]∼[104] や散乱演算子 (Scattering Operator: SO)法 [69]∼[72][105][106][107]がよく知られてい
る．これらの手法は，不連続断面の境界条件と各分割領域の固有フィールドから定式化され，伝搬方
向の構造が変化しない構造内の計算量を減らすことで，周期導波路など複数の不連続断面を有する
全体構造を効率的に解析することが可能である．TMMの定式化には，導波路の固有モードを直接計
算する双方向固有モード伝搬 (Bidirectional Eigenmode Propagation: BEP)法 [99]∼[104]やフィール
ド演算子に基づいた双方ビーム伝搬法 (Bidirectional Beam Propataion Method; BiBPM)[67][68][75]
を使用した定式化が提案されており，導波モードおよび放射モードを含めた解析に成功している．
しかしながら TMMはエバネッセントモードを扱う場合にしばしば数値的に不安定になることが知

84



られており，比較的安定な解析法として，BEP[105][106][107]や BiBPM[69]∼[72]を使用した SO
による解析法が提案されている．ただし，これらの手法は各分割領域内では伝搬方向に一様な構
造である必要があり，設計自由度が大きく制限されてしまう．前章で示した従来の BPMと POM
を組み合わせた新しい TMMでは，各ブロックで構造が伝搬方向に変化する場合の解析を可能と
したが，伝搬角度が制限されるため，任意構造に適用できるわけではない．本手法においては各
ブロックが有限要素メッシュにより分割されるため，構造の任意性が保たれる．
本章ではまず，FEMによる 2次元光導波路伝搬解析において，解析領域の境界条件に POMを

適用した FEMの定式化と，散乱演算子の導出を行う．また解析領域をブロック化し，各領域の散
乱行列の多段接続による解析法を示す．数値解析例では，放射波の影響が比較的大きく現れる構
造に対して本境界条件の有用性を確認するため，導波路の軸ずれ構造，導波路端における光の放
射の解析を行う．また，散乱演算子法により，分割した導波路構造の多段接続による解析の妥当
性および有用性を確認するため，ギャップ構造の導波路と 1次元フォトニック結晶による周期構造
の解析を行う．
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図 5.1: 境界条件に POMのを課した FEM解析の概念図

5.2 基礎理論および定式化

5.2.1 伝搬演算子による境界条件

図 5.1に示すような y方向に構造変化がない 2次元光導波路を考え，解析領域 Ω0は境界 Γ1-Γ4

に囲まれた領域とする．任意の位置で PMLを設置可能とすると，導波路伝搬解析の定式化に基づ
いて，以下の連立一次方程式を得る．

[P ]{Φ} = {u} (5.1)
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∑
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sx
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(5.3)

ここに，iは各境界の情報を与える添字であり，
∑

eは全体領域，
∑′

ei
は境界 Γi上に関する全要素

の総和を表す．{Ñ}iは境界 Γi上の形状関数ベクトルを表す．lおよびmは i = 1, 2のときはそれ
ぞれ xと zであり，i = 3, 4のときは zと xである．式 (5.1)は領域内部と境界上に関する成分に
分離して以下のような形式で表すことができる．
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


{Φ}0
{Φ}1
{Φ}2
{Φ}3
{Φ}4

 =


{0}

[M̃ ]1{Ψ}1
[M̃ ]2{Ψ}2
[M̃ ]3{Ψ}3
[M̃ ]4{Ψ}4

 (5.4)
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ここに [M̃ ]iおよび {Ψ}iは

[M̃ ]i =
∑
ei

′
∫
e
p
sl
sm

{Ñ}i{Ñ}Ti dl (5.5)

{Ψ}i =
∂{Φ}i
∂ni

∣∣∣∣
Γi

(5.6)

で与えられる．ここに [M̃ ]iは境界 Γiにおける線要素で構成された固有モード解析のための質量
行列である．
伝搬演算子法では，各境界の電磁界 {Φ}i (i = 1, 2, 3, 4)が以下の波動方程式で表される．

d2{Φ}i
dn2

i

+ [Q]2i {Φ}i = {0} (5.7)

ここに [Q]iは各境界上の伝搬演算子行列であり，

[Q]i =

√
[M̃ ]−1

i [K̃]i (5.8)

[K̃]i =

′∑
ei

∫
e

[
k20qslsm{Ñ}i{Ñ}Ti − p

sm
sl

d{Ñ}i
dl

d{Ñ}Ti
dl

]
dl (5.9)

で表される．ここに [K̃]iは境界 Γiにおける線要素で構成された固有モード解析のための剛性行列
である．式 (5.7)の波動方程式の解は次で表される．

{Φ}i = {ϕa}iexp(j[Q]ini) + {ϕb}iexp(−j[Q]ini) (5.10)

ここに {ϕa}iおよび {ϕb}iはそれぞれ各境界の外向き法線方向を正としたときの後進波，前進波の
電磁界振幅を表す．式 (5.10)を微分し，{ϕb}iを消去すると，

d{Φ}i
dni

∣∣∣∣
Γi

= j2[Q]i{ϕa}iexp(j[Q]ini)− j[Q]i{Φ}i (5.11)

を得る．よって入射面を Γ1とすれば，{Ψ}iは以下のように表すことができる．

{Ψ}i =

j2[Q]1{ϕa}1 − j[Q]1{Φ}1 (i = 1)

−j[Q]i{Φ}i (else)
(5.12)

ここに {ϕa}1は入射振幅を表す．式 (5.4)および式 (5.12)より，最終的な解くべき行列方程式は以
下のように書ける．

[P ]00 [P ]01 [P ]02 [P ]03 [P ]04

[P ]10 [P̃ ]11 [P ]12 [P ]13 [P ]14

[P ]20 [P ]21 [P̃ ]22 [P ]23 [P ]24

[P ]30 [P ]31 [P ]32 [P̃ ]33 [P ]34

[P ]40 [P ]41 [P ]42 [P ]43 [P̃ ]44




{Φ}0
{Φ}1
{Φ}2
{Φ}3
{Φ}4

 =


{0}

2[C]1{ϕa}1
{0}
{0}
{0}

 (5.13)

ここに [C]iおよび [P̃ ]iiは

[C]i = j[M̃ ]i[Q]i (5.14)

[P̃ ]ii = [P ]ii + [C]i for i = 1 to 4. (5.15)

で与えられる．
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図 5.2: 任意導波路構造の接続: (a)導波路接続構造の概念図; (b)散乱行列表現
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図 5.3: 導波路不連続部での接続: (a)導波路接続構造の概念図; (b)散乱行列表現
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5.2.2 散乱演算子法

いま図 5.2のように入力ポートと出力ポートを有する分割された各導波路構造を伝搬方向に接続
することを考える．2つのポートに対してのみ伝搬演算子による境界条件を適用すると，連立一次
方程式は形式的に [P00] [P0−] [P0+]

[P−0] [P̃−−] [P−+]

[P+0] [P+−] [P̃++]


{Φ}0{Φ}−
{Φ}+

 =

 {0}
2[C]−{Φ(−)

a }
2[C]+{Φ(+)

a }

 (5.16)

と書ける．ここに下添字−および+は，それぞれ入力ポート側，出力ポート側を表す．SO法で
は入出力応答を考えるため，式 (5.16)より内部電磁界 {Φ}0を消去すると，あるブロック領域 Ωi

において次の散乱行列を得ることができる．[
{Φ(i,−)

b }
{Φ(i,+)

b }

]
=

[
[S]

(i)
11 [S]

(i)
12

[S]
(i)
21 [S]

(i)
22

][
{Φ(i,−)

a }
{Φ(i,+)

a }

]
(5.17)

[S]
(i)
11 = 2[D]1[C]− − [I]− (5.18)

[S]
(i)
12 = −2[D]1[R]12[R]−1

22 [C]+ (5.19)

[S]
(i)
21 = −2[D]2[R]21[R]−1

11 [C]− (5.20)

[S]
(i)
11 = 2[D]2[C]+ − [I]+ (5.21)

[D]1 =
(
[R]11 − [R]12[R]−1

22 [R]21
)−1 (5.22)

[D]2 =
(
[R]22 − [R]21[R]−1

11 [R]12
)−1 (5.23)

[R]ij = [Pij ]− [Pi0][P00]
−1[P0j ] (5.24)

ここに [I]i(i = −,+)は単位行列，[S]
(i)
mn (m,n = 1, 2)は散乱演算子である．ここで z軸の負方向

からの入射を考えると，入射波に対する反射・透過波は

{Φ(i,+)
b } = [S]

(i)
21{Φ

(i,−)
a } (5.25)

{Φ(i,−)
b } = [S]

(i)
11{Φ

(i,−)
a } (5.26)

と表すことができる．この散乱行列を図 5.2(b)に示すように隣接する構造の散乱行列と接続する
ことを考える．Redhfferのスター積 [108]を用いると，2つの散乱行列を統合して 1つの散乱行列
として以下のように表すことができる．Ωiと Ωi+1の間のスター積[

{Φb}(i,−)

{Φb}(i+1,+)

]
=

[
[S

(i,i+1)
11 ] [S

(i,i+1)
12 ]

[S
(i,i+1)
21 ] [S

(i,i+1)
22 ]

][
{Φa}(i,−)

{Φa}(i+1,+)

]
(5.27)

[S
(i,i+1)
11 ] = [S

(i)
11 ] + [S

(i)
12 ]
[
[I]− [S

(i+1)
11 ][S

(i)
22 ]
]−1

[S
(i+1)
11 ][S

(i)
21 ] (5.28)

[S
(i,i+1)
12 ] = [S

(i)
12 ]
[
[I]− [S

(i+1)
11 ][S

(i)
22 ]
]−1

[S
(i+1)
12 ] (5.29)

[S
(i,i+1)
21 ] = [S

(i+1)
21 ]

[
[I]− [S

(i)
22 ][S

(i+1)
11 ]

]−1
[S

(i)
21 ] (5.30)

[S
(i,i+1)
22 ] = [S

(i+1)
22 ] + [S

(i+1)
21 ]

[
[I]− [S

(i)
22 ][S

(i+1)
11 ]

]−1
[S

(i)
22 ][S

(i+1)
12 ] (5.31)
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で表すことができる．
POM境界条件では，境界の外側の仮想的な領域は境界上の構造が無限遠まで続くことを仮定し

ているため，不連続境界で接続する場合に境界条件を満足しない．そこで図 5.3に示すように，不
連続部で接続する場合には，境界条件を満たすための接続行列を新たに導入する. 不連続部の境界
条件は，電磁界の接線成分の連続性を表す関係式 (3.17)(3.18)に基づきここではΩiとΩi+1の間の
境界条件を行列形式で以下のように表す．[

[I] [I]

[Z(i)]+ −[Z(i)]+

][
{Φ(i,+)

b }
{Φ(i,+)

a }

]
=

[
[I] [I]

[Z(i+1)]− −[Z(i+1)]−

][
{Φ(i+1,−)

a }
{Φ(i+1,−)

b }

]
(5.32)

式 (5.32)は左辺に現れる行列の逆行列の積をとることで容易に伝達行列形式に変形され[
{Φb}(i,+)

{Φa}(i,+)

]
=

[
[F

(i,i+1)
11 ] [F

(i,i+1)
12 ]

[F
(i,i+1)
21 ] [F

(i,i+1)
22 ]

][
{Φa}(i+1,−)

{Φb}(i+1,−)

]
(5.33)

のように表される．ここでスター積を使用した散乱行列演算に帰着させるため，式 (5.33)はさら
に次のように散乱行列形式に変形できる．[

{Φa}(i,+)

{Φa}(i+1,−)

]
=

[
[C

(i,i+1)
11 ] [C

(i,i+1)
12 ]

[C
(i,i+1)
21 ] [C

(i,i+1)
22 ]

][
{Φb}(i,+)

{Φb}(i+1,−)

]
(5.34)

[C
(i,i+1)
11 ] = [F

(i,i+1)
21 ][F

(i,i+1)
11 ]−1 (5.35)

[C
(i,i+1)
12 ] = [F

(i,i+1)
22 ]− [F

(i,i+1)
21 ][F

(i,i+1)
11 ]−1[F

(i,i+1)
12 ] (5.36)

[C
(i,i+1)
21 ] = [F

(i,i+1)
11 ]−1 (5.37)

[C
(i,i+1)
22 ] = −[F

(i,i+1)
11 ]−1[F

(i,i+1)
12 ] (5.38)
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図 5.4: 導波路の軸ずれ接続

5.3 数値解析例

5.3.1 導波路の軸ずれ接続

まず図 5.4 に示すように導波路が軸ずれ構造で接続された不連続導波路を考える．屈折率を
nf = 3.2, nc = 1.0とし，構造パラメータをW = 4 µm, w = 0.2 µm, L = 3 µm, d = 0.2 µmとする．
伝搬方向の解析領域の長さは不連続部を含めた l = 0.2 µmとして三角形要素により分割し，入力
ポートと出力ポート上での電磁界は式 (5.10)により計算する．このとき [Q]i(i = 1, 2)の固有値分
解の計算を追加で必要とするが，境界上の離散点数は，解析領域全体の離散点に比べて十分に少な
く，また連立一次方程式の計算と並列計算が可能であるため，計算時間の増加への影響は小さいと
考えられる．図 5.5に軸ずれの大きさが b/w = 1で表される構造に対して，動作波長 λ = 1.55 µm

の TEモードと TMモードを入射した場合の，それぞれ電界および磁界分布を示す．図の電磁界分
布は解析領域周囲に PMLを課して解析を行って得られた結果と同等の分布になっている．図 5.6
に示す導波路断面における電磁界振幅を比較すると，Γiから入出力ポートまでの光の伝搬を伝搬
演算子を利用して放射成分を含めて正確に表現できていることが分かる．図 5.7(a)および (b)にそ
れぞれ TE基本モードを入射した場合の反射パワーおよび透過パワーの軸ずれの大きさ b/wに対
する依存性を示す．比較のために，同図では近軸近似 (PBC)[97]およびパデ近似 [98]に基づく境
界条件を使用した場合の解析結果も示している．PBC以外の解析結果は PMLを使用した場合の解
析結果と同等の結果が得られている．一方で，図 5.8に示す TM基本モードを入射した場合の解析
結果では，従来の近似的な境界条件の場合では PMLを使用した結果から大きく逸脱していること
がわかる．パデ近似の場合，より高次数を使用した場合には特異点が増えることから解析が不安
定になり，ブランチカットを使用したとしても不安定性を完全に解消できない．一方で本手法は，
安定した解析が可能である．

91



(a) TE基本モード入射時の電界分布 (b) TM基本モード入射時の磁界分布

図 5.5: 図 5.4の構造における電磁界分布
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図 5.6: 図 5.4の構造における横断面の電磁界分布
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(a) 基本モード透過パワー

(b) 基本モード反射パワー

図 5.7: TE基本モード入射時の透過・反射パワーの b/w依存性
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(a) 基本モード透過パワー

(b) 基本モード反射パワー

図 5.8: TM基本モード入射時の透過・反射パワーの b/w依存性
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図 5.9: 導波路端における光の放射

5.3.2 導波路端における光の放射

次に図 5.9に示すような導波路端から光が放射する問題に対して本境界条件の有用性を確認す
る．屈折率を nf = 3.6, nc = 1とし，構造パラメータを L = 3 µm, W = 3.5 µm, l = 1.5 µm,
w = 0.5 µm, d = 0.5 µmとする．図 5.10および図 5.11に，それぞれ TEモード，TMモードを入
射した場合の電磁界分布を示す．図には入射条件として動作波長 λ = 1.55 µmの (a)基本モード，
(b)第 1高次モードを設定する．導波路端において光が放射し，解析領域端まで広がっており，入
出力ポートは適切に終端していることがわかる．この場合，出力ポートでは放射波が減衰し，平面
波に近いモード形状となっているため，パデ近似による境界条件でも十分な解析精度を得ること
が可能である．次に入出力ポート上で放射成分の適切な取扱いが必要な条件として，入出力ポー
トを導波路端面に近づけ，構造パラメータを L = 0.2 µm，l = 0.1µmに変更した場合を考える．
PMLで終端する従来の FEMと計算効率について比較するため，図 5.12に規格化反射パワーの伝
搬方向の PML厚さに対する依存性を示す．図より従来の FEMでは十分な解析精度を得るために
は dz = 0.12 µmの PML領域を確保する必要があることがわかる．この場合，解析領域全体の行
列方程式の計算時間は従来の FEMで 2.64秒であるのに対して，本手法では，伝搬方向の PML領
域を省くことで，0.603秒まで短縮することが可能である．DBI法による伝搬演算子の算出時間は
11回の反復で 0.929秒であることから，本境界条件を適用した FEMは従来の FEMよりも高速に
解析が可能であると言える．加えて，伝搬演算子の算出は導波路内部の構造が変化しても，入出
力ポートの構造が変化しない限り再計算の必要が無く，特に導波路の最適設計においてはより効
率化が期待できる．
図 5.13および図 5.14にそれぞれ TE基本モード，TM基本モードを入射した場合に対する透過

波および反射波の解析結果を示す．ここで基本モードと第一高次モードに対する反射・透過波を効
率的に計算するために，散乱演算子を使用して式 (5.25)(5.26)により算出を行う．これにより一度
散乱演算子を算出すれば，任意の入射波に対して連立一次方程式を解くことなく，反射波および
透過波を行列積だけで計算可能である．図より，パデ境界条件では放射成分の解析精度が劣化し
ているのに対して，本手法は従来の PMLを課した FEMの結果とよく一致していることがわかる．
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(a) 基本モード (b) 第 1高次モード

図 5.10: 図 5.9の構造における TEモード入射に対する電界分布

(a) 基本モード (b) 第 1高次モード

図 5.11: 図 5.9の構造における TMモード入射に対する磁界分布
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図 5.12: 規格化反射パワーの伝搬方向に沿った PML厚さ依存性
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(a) 出力ポートにおける透過波

(b) 入力ポートにおける反射波

図 5.13: 図 5.9の構造に対して TE基本モードを入射した場合の横断面の電界分布
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(a) 出力ポートにおける透過波

(b) 入力ポートにおける反射波

図 5.14: 図 5.9の構造に対して TM基本モードを入射した場合の横断面の電界分布
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図 5.15: T分岐導波路

5.3.3 T分岐導波路

図 5.15に示すような T分岐導波路を考え，屈折率を nf = 3.2，nc = 1.0とし，構造パラメータ
をW = 5 µm，w = 0.2 µm，h = 0.66 µm，s = 1.44 µm，g = 0.87 µmとする．構造の対称性よ
り Γ2から入射された電力は境界 Γ1および Γ2に等分配される．
文献 [98]ではパデ近似を用いた境界条件で T分岐導波路の解析を行っているが，導波モードパ

ワーの評価に放射波の影響が比較的小さいため，PMLのストレッチングパラメータは入力ポート
の両端で 1に設定されている．しかしながら，放射成分を含めた解析を行うためには解析領域の
あらゆる方向に伝搬する光波を評価するために，適切な吸収境界条件を課す必要がある．図 5.15
に示すように入力ポートの両端に従来の PMLを使用する場合，インピーダンス整合条件を満たす
ことができないため，PMLのストレッチングパラメータの分布を図 5.16のように修正する．イン
ピーダンス整合条件を満たすために，PML領域の形状を角を中心とした円を考える．x方向と z

方向の PML係数の虚数部の比率 |Im(si)| (i = x, z)は角に向かうベクトルの x成分と z成分の大
きさの比率に対応させる．次に |Im(si)|は角からの距離が短くなるに連れて増加するが，角点は
2つのポートで共有しているために sxと szは同値である必要がある．したがって，ここでは吸収
係数の大きさ sl (l = x, z)を角からの距離に関する cos関数を使用し，次のように修正する．

sl =

1 when Ri > d

1− j 12

[
1− cos

(
2πRi

d

)]
tanδi

(
ρl
Ri

)
when 0 ≤ Ri ≤ d

(5.39)

ここにRiは角からの距離，ρl (l = x, z)は図 5.16に示すような局所座標系で表される．図 5.17(a)
および (b)にそれぞれ，動作波長 λ = 1.55 µmの TE基本モードを入射した際の POM境界条件お
よび PML境界条件を使用した場合の電界分布を示す．本手法では，従来手法と概ね一致しており，
解析領域角に広がる放射成分による非物理的な反射は見られていない．図 5.18(a)および (b)にそ
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れぞれ，規格化反射パワーおよび規格化透過パワーの動作波長依存性を示しており，反射パワー
は従来の PMLによる解析結果と本手法による解析結果がよく一致しているが，透過パワーはわず
かに不一致が見られる．これは，角に向かう放射波が十分に吸収されておらずの導波モードに影
響していると考えられるが，解析領域角の PML領域のサイズを大きくすることでこの影響を抑圧
することが可能である．またこの修正を行った解析領域角における PMLでは，図 5.9の構造よう
に導波路端で放射が比較的大きい導波路構造などを扱う場合，角の放射の影響を抑圧するために
は，PML領域を非常に大きく確保する必要がある．そのため，PMLの設定する半径と吸収係数は
問題によって適切に選ぶ必要がある．

(a) 修正 PMLの概要図

(b) |Im(sx)|分布 (c) |Im(sz)|分布

図 5.16: 解析領域角における修正 PML
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(a) POM境界条件

(b) PML境界条件

図 5.17: 図 5.15の構造に対して TE基本モードを入射した場合の電界分布
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(a) 反射パワー

(b) 透過パワー

図 5.18: 規格化反射・透過パワーの波長依存性
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図 5.19: エアギャップを有する導波路構造

5.3.4 エアギャップを有する導波路構造

散乱演算子法の妥当性を確認するために，図 5.19に示すような屈折率差の大きい強導波路の
エアギャップ構造の解析を考え，屈折率を ng = 3.6，na = 1，構造パラメータをW = 0.6 µm，
L = 0.5 µmとする．前章で示した BPMと POMの結合解法では，図の構造はエアギャップで生じ
る放射成分の影響が大きいため，十分な精度を維持することが困難であることを示している．全
体解析領域を伝搬方向に構造が変化しない領域で 3分割する．ここでは式 (5.34)に示した接続行
列の有用性を確認するために，3つの領域に関する散乱行列を単に接続を行って解析する場合と，
2つの接続部に関する散乱行列を加えた 5つの散乱行列を接続して解析を行う場合で比較検討を行
う．図 5.20にエアギャップの距離を d = 0.8 µmとして，動作波長 λ = 1.55 µmの TE基本モード
を入射した場合の電界分布を示す．解析領域は 3 µmとし PMLの厚さを 0.3 µmとする．図 5.20(a)
に従来の FEMで解析を行って得られた電界分布を示しており，様々な放射波がエアギャップによ
り励起され，出力ポートまで到達していることがわかる．従来の FEMでは，入出力ポートを終端
するために PMLを伝搬方向の界面にも課す必要があり，計算コストが増大する．出力ポートの断
面の電磁界振幅を図 5.20(b)に示す．FEM-SOで算出した振幅は直接 FEM解析を行った結果とよ
く一致しているが，接続行列を使用しない場合では精度ん劣化が見られる．実際の解析問題では，
本手法では導波路構造を任意の断面で分割することが可能であるため，構造が連続となる断面で
分割するように調整することで接続行列を使用せずに済む．図 5.21に規格化反射・透過パワーの
エアギャップの距離に対する依存性を示しているが，本手法の結果は FEMの結果とよく一致して
いる．
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(a) FEM解析による伝搬界分布

 0.0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1.0

 1.2

 1.4

 0.0  0.5  1.0  1.5  2.0  2.5  3.0

A
m

p
li

tu
d

e 
[A

.U
.]

FEM−SO without IM

direct FEM

FEM−SO with IM

x [µm]

(b) 出力ポート上の透過振幅

図 5.20: 図 5.19の構造における TE基本モードを入射した場合の電界分布 (d = 0.8 µm)
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図 5.21: 規格化反射・透過パワーのギャップ長 d依存性
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図 5.22: 1次元フォトニック結晶 Fabry-Perótキャビティフィルタ; (a)全体構造; (b)(c)散乱演算子
を構成する単位構造

5.3.5 1次元フォトニック結晶 Fabry-Pérotキャビティフィルタ

図 5.22(a)に示すように，1次元フォトニック結晶構造の Fabry-Pérotキャビティフィルタの解析を
行う．屈折率を ng = 2.75，ng = 1とし，構造パラメータを a = 150 nm, d = 490 nm, Λ = 410 nm,
W = 500 nmとする．周期構造の場合，1周期のみの散乱行列を構成すればよいため，計算コス
トを大幅に軽減することができる．ここでは，散乱行列を不連続部で接続することを避けるため，
図 5.23(b)および (c)に示すような 2つの構造に対する散乱行列を構成する．この解析例では，10
回のスター積の計算により全体構造の特性を算出することが可能であるが，周期性を利用して接
続することで，5回のスター積の計算まで計算量を減らす事ができる．図 5.23に TM基本モード
入射に対する波長 λ = 1.85 µmと λ = 1.55 µmの場合の磁界分布を示しており，光の共振の様子
が分かる．また図 5.24に反射および透過のパワースペクトルを示しており，従来の有限要素法の
解析結果と本手法がよく一致していることが分かる．
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(a)

(b)

図 5.23: 図 5.22 の構造における TM 基本モードを入射した場合の磁界分布: (a)λ = 1.85 µm;
(b)λ = 1.55 µm.
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図 5.24: 規格化反射・透過パワーの動作波長 λ依存性.
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第6章 結　　論

本論文では，光導波路デバイスの効率的な解析手法として，有限要素法を基礎に，任意形状の
伝搬波を効率的に計算可能な伝搬演算子を使用した解析手法を開発した．
第 3章では，まず，有限要素メッシュを使用した導波路構造の離散化による構造適合性・汎用性

の向上，および DBI法による効率的な伝搬演算子の算出を行うための，2次元および 3次元フル
ベクトル波解析における伝搬演算子法の定式化を行った．本解析手法を導波路不連続問題の解析
に適用し，コアとクラッドの屈折率差が大きい強導波路，プラズモニック導波路に対して，不連
続断面の離散化のみで精度のよい解析が行えることを確認した．
第 4章では，複数の不連続点を有する光導波路を効率的に解析を行うことを目的として，伝搬

演算子法とビーム伝搬法の結合解法を開発した．本解析手法を 2次元導波路の伝搬解析に適用し，
ビーム伝搬法の解析精度が維持可能である，比較的電磁界の伝搬角度が狭い場合に，不連続部を
含めた導波路構造の高精度な解析が可能であることを確認した．一方，強導波路やプラズモニッ
ク導波路では，放射波やエバネッセント波の影響が大きいためにビーム伝搬解析の過程で精度が
劣化する場合がある．これに対して，線形フィルタを活用し導波モードの伝送に寄与しないモー
ド成分を抑圧することで，精度の改善が可能であることを示した．
第 5章では，任意の構造で形成される光導波路を効率的に解析することを目的として，従来の

FEMの境界処理で使用される PMLを使用しないことで解析領域サイズを縮小すること，および
任意の全体解析領域を部分領域に分割して解析するための，伝搬演算子を使用した境界条件の適
用および散乱演算子法の開発を行った．本解析手法を 2次元導波路の伝搬解析に適用し，境界条件
としては，導波路不連続構造によって大きく放射する光波を適切に扱うことが可能であり，従来
のパデ近似による境界条件よりも，高精度に解析領域を終端できることを確認した．また散乱演
算子法としては，強導波路の不連続構造に対して精度よく解析が可能であり，1次元フォトニック
結晶の周期構造において，1周期のみの散乱行列の構築で効率的に解析が行えることを確認した．
以上，本研究では光導波路解析法について一貫して伝搬演算子を使用することによる効率化の

方法論を示した．本手法は有限要素法に基づいて解析領域を離散化するため，様々な導波路構造
に対して汎用性が高く，光デバイスの最適設計の効率化に大きく寄与することが可能であると考
えられる．今後の高性能光デバイスの開発の展望としては，3次元光導波路のより自由度の高い設
計が求められると推測される．したがって，第 4章および第 5章で示した伝搬解析手法を 3次元
問題に拡張することが望まれる．ただし 3次元フルベクトル波解析の課題として，第 3章で示さ
れるように，PMLを課した場合にはスプリアス解が生じる問題が挙げられ，これを解消すること
が必要となる．また，大規模回路の設計には，第 5章で示した散乱演算子法を使用した分割設計
法が有用と考えられるが．その際，分割方向の任意性を向上可能か，実用的な計算時間とメモリ
使用量で解析可能かどうかなど，いくつかの課題が考えられる．
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付　　録

A1　パデ展開による広角ビーム伝搬法のためのパデ式の導出
有限要素法により導波路断面を離散化することで得られる離散方程式 (3.5)を再掲する.

[M ]
d2{Φ}
dz2

+ [K]{Φ} = {0} (6.1)

ここで逆方向伝搬を無視すると，式 (6.1)の解析解は

{Φ} = Aexp
(
−j
√
[M ]−1[K]z

)
= Aexp

(
−j
√
[M ]−1([K]− k20n

2
0[M ]) + k20n

2
0z

)
(6.2)

で与えられる．{Φ}に緩慢変化包絡線近似を適用することを考え，

{Φ} = {ϕ}exp(−jk0n0z) (6.3)

を式 (6.2)に代入し，P = [M ]−1([K]− k20n
2
0[M ])，β0 = k0n0と置くと，

{ϕ} = Aexp

{
−j

(√
P + β2

0 − β0

)
z

}
(6.4)

を得る．ここで両辺を zで微分すると

d{ϕ}
dz

= −j

(√
P + β2

0 − β0

)
{ϕ} (6.5)

の関係が得られ，括弧内を P の関数としてパデ展開を実行する．Pade(1,0)の場合，展開中心を
P = 0，すなわち [M ]−1[K] = k20n

2
0とする点と中心としたパデ展開式√

P + β2
0 − β0 =

P

2β0
(6.6)

を式 (6.5)に代入すると

d{ϕ}
dz

=
[M ]−1

(
[K]− k20n

2
0[M ]

)
2jk0n0

{ϕ} (6.7)
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となり，これは連分数展開で得られたパデ式 (2.244)に一致する．以下に Pade(4,4)までのパデ展
開の計算結果を示す．

Pade(1, 0)
√
P + β2

0 − β0 =
P

2β0
(6.8)

Pade(1, 1)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

1 + P
4β2

0

(6.9)

Pade(2, 1)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

+ P 2

8β3
0

1 + P
2β2

0

(6.10)

Pade(2, 2)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

+ P 2

4β3
0

1 + 3P
4β2

0
+ P 2

16β4
0

(6.11)

Pade(3, 2)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

+ 3P 2

8β3
0
+ P 3

32β3
0

1 + P
β2
0
+ 3P 2

16β4
0

(6.12)

Pade(3, 3)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

+ P 2

2β3
0
+ 3P 3

32β5
0

1 + 5P
4β2

0
+ 3P 2

8β4
0
+ P 3

64β6
0

(6.13)

Pade(4, 3)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

+ 5P 2

8β3
0
+ 3P 3

16β5
0
+ P 4

128β7
0

1 + 3P
2β2

0
+ 5P 2

8β4
0
+ P 3

16β6
0

(6.14)

Pade(4, 4)
√
P + β2

0 − β0 =

P
2β0

+ 3P 2

4β3
0
+ 5P 3

16β5 + P 4

32β7

1 + 7P
4β2

0
+ 15P 2

16β4
0
+ 5P 3

32β6
0
+ P 4

256β8
0

(6.15)

A2　PML係数を課した積分計算の解析解
PMLを課す場合，線要素または三角形要素の i番目の節点上の材料によって与えられる係数 pi

は，ストレッチング変数 siとの積による表現に書き換えられるが，ここでは piとして表記する．
各要素内積分値は以下のように表される．

1)　 1次線要素の場合

∫
e
(p1N1 + p2N2) {N}{N}Tdx =

le
4

[
p1 +

1
3p2

1
3p1 +

1
3p2

1
3p1 +

1
3p2 p1 +

1
3p2

]
(6.16)

∫
e
(p1N1 + p2N2)

∂{N}
∂x

d{N}T

dx
dx =

1

2le

[
p1 + p2 − p1 − p2

−p1 − p2 p1 + p2

]
(6.17)
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2)　 2次線要素の場合

∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3) {N}{N}Tdx

= le


13
140p1 +

−1
140p2 +

1
21p3

−1
140p1 +

−1
140p2 +

2
105p3

1
21p1 +

−2
105p2 +

4
105p3

−1
140p1 +

−1
140p2 +

2
105p3

−1
140p1 +

13
140p2 +

1
21p3

−2.0
105 p1 +

1
21p2 +

4
105 ∗ p3

1
21p1 +

−2
105p2 +

4
105p3

−2.0
105 p1 +

1
21p2 +

4
105 ∗ p3 4

105p1 +
4

105 ∗ p2 + 16
35 ∗ p3

 (6.18)

∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3)

∂{N}
∂x

d{N}T

dx
dx

=
1

le


37
30p1 +

−1
10 p2 +

6
5p3

7
30p1 +

7
30p2 +

−2
15 p3

−22
15 p1 +

−2
15 p2 +

−16
15

7
30p1 +

7
30p2 +

−2
15 p3

−1
10 p1 +

37
30p2 +

6
5p3

−2
15 p1 +

−22
15 p2 +

−16
15 p3

−22
15 p1 +

−2
15 p2 +

−16
15

−2
15 p1 +

−22
15 p2 +

−16
15 p3

8
5p1 +

8
5p2 +

32
15p2

 (6.19)
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3)　 3次線要素の場合

∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3 + p4N4) {N}{N}Tdx = le


X11 X12 X13 X14

X21 X22 X23 X24

X31 X32 X33 X34

X41 X42 X43 X44

 (6.20)

X11 =
17

320
p1 +

1

336
p2 +

9

280
p3 +

−27

2240
p4 (6.21)

X12 =
1

336
p1 +

1

336
p2 +

3

1120
p3 +

3

1120
p4 (6.22)

X13 =
9

280
p1 +

3

1120
p2 +

27

560
p3 +

−27

1120
p4 (6.23)

X14 =
−27

2240
p1 +

3

1120
p2 +

−27

1120
+

27

2240
p4 (6.24)

X21 = X12 (6.25)

X22 =
1

336
p1 +

17

320
p2 +

−27

2240
p3 +

9

280
p4 (6.26)

X23 =
3

1120
p1 +

−27

2240
p2 +

27

2240
p3 +

−27

1120
p4 (6.27)

X24 =
3

1120
p1 +

9

280
p2 +

−27

1120
p3 +

27

560
p4 (6.28)

X31 = X13 (6.29)

X32 = X23 (6.30)

X33 =
27

560
p1 +

27

2240
p2 +

729

2240
p3 (6.31)

X34 =
−27

1120
p1 +

−27

1120
p2 (6.32)

X41 = X14 (6.33)

X42 = X24 (6.34)

X43 = X34 (6.35)

X44 =
27

2240
p1 +

27

560
p2 +

729

2240
p4 (6.36)
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∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3 + p4N4)

∂{N}
∂x

d{N}T

dx
dx =

1

le


Y11 Y12 Y13 Y14

Y21 Y22 Y23 Y24

Y31 Y32 Y33 Y34

Y41 Y42 Y43 Y44

 (6.37)

Y11 =
137

64
p1 +

409

2240
p2 +

4539

2240
p3 +

−291

448
p4 (6.38)

Y12 =
−523

2240
p1 +

−523

2240
p2 +

159

2240
p3 +

159

2240
p4 (6.39)

Y13 =
−6753

2240
p1 +

−753

2240
p2 +

−4131

2240
p3 +

1053

2240
p4 (6.40)

Y14 =
2481

2240
p1 +

867

2240
p2 +

−81

320
p3 +

243

2240
p4 (6.41)

Y21 = Y12 (6.42)

Y22 =
409

2240
p1 +

137

64
p2 +

−291

448
p3 +

4539

2240
p4 (6.43)

Y23 =
867

2240
p1 +

2481

2240
p2 +

243

2240
p3 +

−81

320
(6.44)

Y24 =
−753

2240
p1 +

−6753

2240
p2 +

1053

2240
p3 +

−4131

2240
(6.45)

Y31 = Y13 (6.46)

Y32 = Y23 (6.47)

Y33 =
1917

448
p1 +

1971

2240
p2 +

243

64
p3 +

4131

2240
p3 (6.48)

Y34 =
−3699

2240
p1 +

−3699

2240
p2 +

−4617

2240
p3 +

−4617

2240
p4 (6.49)

Y41 = Y14 (6.50)

Y42 = Y24 (6.51)

Y43 = Y34 (6.52)

Y44 =
1971

2240
p1 +

1917

448
p2 +

4131

2240
p2 +

243

64
p3 (6.53)

4)　 1次三角形要素の場合

∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3) {N}{N}Tdx

=
Se

10

 p1 +
1
3p2 +

1
3p3

1
3p1 +

1
3p2 +

1
6p3

1
3p1 +

1
6p2 +

1
3p3

1
3p1 +

1
3p2 +

1
6p3

1
3p1 + p2 +

1
3p3

1
6p1 +

1
3p2 +

1
3p3

1
3p1 +

1
6p2 +

1
3p3

1
6p1 +

1
3p2 +

1
3p3

1
3p1 +

1
3p2 + p3

 (6.54)

∫∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3)

∂{N}
∂ξ

∂{N}
∂ξ

dxdy =
p1 + p2 + p3

12Se

ζ1ζ1 ζ1ζ2 ζ1ζ3

ζ1ζ2 ζ2ζ2 ζ2ζ3

ζ1ζ3 ζ2ζ3 ζ3ζ3

 (6.55)

(ξ, ζ) = (x,B), (y, C) (6.56)
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5)　 2次三角形要素の場合

∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3 + p4N4 + p5N5 + p6N6) {N}{N}Tdx

= Se



X11 X12 X13 X14 X15 X16

X21 X22 X23 X24 X25 X26

X31 X32 X33 X34 X35 X36

X41 X42 X43 X44 X45 X46

X51 X52 X53 X54 X55 X56

X61 X62 X63 X64 X65 X66


(6.57)

X11 =
1

70
p1 +

−1

630
p2 +

−1

630
p3 +

1

105
p4 +

1

315
p5 +

1

105
p6 (6.58)

X12 =
−1

630
p1 +

−1

630
p2 +

1

1260
p3 +

−1

315
p4 (6.59)

X13 =
−1

630
p1 +

1

1260
p2 +

−1

630
p3 +

−1

315
p6 (6.60)

X14 =
1

105
p1 +

−1

315
p2 +

−2

315
p5 (6.61)

X15 =
1

315
p1 +

−2

315
p4 +

−4

315
p5 +

−2

315
p6 (6.62)

X16 =
1

105
p1 +

−1

315
p3 +

−2

315
p5 (6.63)

X21 = X12 (6.64)

X22 =
−1

630
p1 +

1

70
p2 +

−1

630
p3 +

1

105
p4 +

1

105
p5 +

1

315
p6 (6.65)

X23 =
1

1260
p1 +

−1

630
p2 +

−1

630
p3 +

−1

315
p5 (6.66)

X24 =
−1

315
p1 +

1

105
p2 +

−2

315
p6 (6.67)

X25 =
1

105
p2 +

−1

315
p3 +

−2

315
p6 (6.68)

X26 =
1

315
p2 +

−2

315
p4 +

−2

315
p5 +

−4

315
p6 (6.69)

X31 = X13 (6.70)

X32 = X23 (6.71)

X33 =
−1

630
p1 +

−1

630
p2 +

1

70
p3 +

1

315
p4 +

1

105
p5 +

1

105
p6 (6.72)

X34 =
1

315
p3 +

−4

315
p4 +

−2

315
p5 +

−2

315
p6 (6.73)

X35 =
−1

315
p2 +

1

105
p3 +

−2

315
p4 (6.74)

X36 =
−1

315
p1 +

1

105
p3 +

−2

315
p4 (6.75)
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X41 = X14 (6.76)

X42 = X24 (6.77)

X43 = X34 (6.78)

X44 =
−4

315
p3 +

4

35
p4 +

4

105
p5 +

4

105
p6 (6.79)

X45 =
−2

315
p1 +

−2

315
p3 +

4

105
p4 +

4

105
p5 +

8

315
p6 (6.80)

X46 =
−2

315
p2 +

−2

315
p3 +

4

105
p4 +

8

315
p5 +

4

105
p6 (6.81)

X51 = X15 (6.82)

X52 = X25 (6.83)

X53 = X35 (6.84)

X54 = X45 (6.85)

X55 =
−4

315
p1 +

4

105
p4 +

4

35
p5 +

4

105
p6 (6.86)

X56 =
−2

315
p1 +

−2

315
p2 +

8

315
p4 +

4

105
p5 +

4

105
(6.87)

X61 = X16 (6.88)

X62 = X26 (6.89)

X63 = X36 (6.90)

X64 = X46 (6.91)

X65 = X56 (6.92)

X66 =
−4

315
p2 +

4

105
p4 +

4

105
p5 +

4

35
p6 (6.93)

∫∫
e
(p1N1 + p2N2 + p3N3 + p4N4 + p5N5 + p6N6)

∂{N}
∂ξ

∂{N}
∂ξ

dxdy

=
1

4Se



Y11 Y12 Y13 Y14 Y15 Y16

Y21 Y22 Y23 Y24 Y25 Y26

Y31 Y32 Y33 Y34 Y35 Y36

Y41 Y42 Y43 Y44 Y45 Y46

Y51 Y52 Y53 Y54 Y55 Y56

Y61 Y62 Y63 Y64 Y65 Y66


(6.94)
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Y11 = ζ1ζ1

(
4

15
p1 +

−2

45
p2 +

−2

45
p3 +

1

3
p4 +

7

45
p5 +

1

3
p6

)
(6.95)

Y12 = ζ1ζ2

(
−1

15
p1 +

−1

15
p2 +

2

45
p3 +

−1

45
p4 +

−1

9
p5 +

−1

9
p6

)
(6.96)

Y13 = ζ1ζ3

(
−1

15
p1 +

2

45
p2 +

−1

15
p3 +

−1

9
p4 +

−1

9
p5 +

−1

45
p6

)
(6.97)

Y14 =

(
1

15
ζ1ζ1 +

2

5
ζ1ζ2

)
p1 +

(
−2

15
ζ1ζ1 +

−1

9
ζ1ζ2

)
p2 +

(
−1

45
ζ1ζ1 +

−1

9
ζ1ζ2

)
p3

+

(
8

45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ1ζ2

)
p4 +

(
−8

45
ζ1ζ1 +

4

45
ζ1ζ2

)
p5 +

(
4

45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ1ζ2

)
p6 (6.98)

Y15 =

(
1

15
ζ1ζ2 +

1

15
ζ1ζ3

)
p1 +

(
−1

45
ζ1ζ2 +

−2

15
ζ1ζ3

)
p2 +

(
−2

15
ζ1ζ2 +

−1

45
ζ1ζ3

)
p3

+

(
4

45
ζ1ζ2 +

8

45
ζ1ζ3

)
p4 +

(
−8

45
ζ1ζ2 +

−8

45
ζ1ζ3

)
p5 +

(
8

45
ζ1ζ2 +

4

45
ζ1ζ3

)
p6 (6.99)

Y16 =

(
1

15
ζ1ζ1 +

2

5
ζ1ζ3

)
p1 +

(
−1

45
ζ1ζ1 +

−1

9
ζ1ζ3

)
p2 +

(
−2

15
ζ1ζ1 +

−1

9
ζ1ζ3

)
p3

+

(
4

45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ1ζ3

)
p4 +

(
−8

45
ζ1ζ1 +

4

45
ζ1ζ3

)
p5 +

(
8

45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ1ζ3

)
p6 (6.100)

Y21 = Y12 (6.101)

Y22 = ζ2ζ2

(
−2

45
p1 +

4

15
p2 +

−2

45
p3 +

1

3
p4 +

1

3
p5 +

7

45
p6

)
(6.102)

Y23 = ζ2ζ3

(
2

45
p1 +

−1

15
p2 +

−1

15
p3 +

−1

9
p4 +

−1

45
p5 +

−1

9
p6

)
(6.103)

Y24 =

(
−2

15
ζ2ζ2 +

−1

9
ζ1ζ2

)
p1 +

(
1

15
ζ2ζ2 +

2

5
ζ1ζ2

)
p2 +

(
−1

45
ζ2ζ2 +

−1

9
ζ1ζ2

)
p3

+

(
8

45
ζ2ζ2 +

8

15
ζ1ζ2

)
p4 +

(
4

45
ζ2ζ2 +

8

15
ζ1ζ2

)
p5 +

(
−8

45
ζ2ζ2 +

4

45
ζ1ζ2

)
p6 (6.104)

Y25 =

(
−1

45
ζ2ζ2 +

−1

9
ζ2ζ3

)
p1 +

(
1

15
ζ2ζ2 +

2

5
ζ2ζ3

)
p2 +

(
−2

15
ζ2ζ2 +

−1

9
ζ2ζ3

)
p3

+

(
4

45
ζ2ζ2 +

8

15
ζ2ζ3

)
p4 +

(
8

45
ζ2ζ2 +

8

15
ζ2ζ3

)
p5 +

(
−8

45
ζ2ζ2 +

4

45
ζ2ζ3

)
p6 (6.105)

Y26 =

(
−1

45
ζ1ζ2 +

−2

15
ζ2ζ3

)
p1 +

(
1

15
ζ1ζ2 +

1
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ζ2ζ3

)
p2 +

(
−2

15
ζ1ζ2 +

−1

45
ζ2ζ3

)
p3

+

(
4

45
ζ1ζ2 +

8

45
ζ2ζ3

)
p4 +

(
8

45
ζ1ζ2 +

4

45
ζ2ζ3

)
p5 +

(
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45
ζ1ζ2 +

−8

45
ζ2ζ3

)
p6 (6.106)
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Y31 = Y13 (6.107)

Y32 = Y23 (6.108)

Y33 = ζ3ζ3

(
−2

45
p1 +

−2

45
p2 +

4

15
p3 +

7

45
p4 +

1

3
p5 +

1

3
p6

)
(6.109)

Y34 =

(
−1

45
ζ1ζ3 +

−2

15
ζ2ζ3

)
p1 +

(
−2

15
ζ1ζ3 +

−1

45
ζ2ζ3

)
p2 +

(
1

15
ζ1ζ3 +

1

15
ζ2ζ3

)
p3

+

(
−8

45
ζ1ζ3 +

−8

45
ζ2ζ3

)
p4 +

(
8

45
ζ1ζ3 +

4

45
ζ2ζ3

)
p5 +

(
4

45
ζ1ζ3 +

8

45
ζ2ζ3

)
p6 (6.110)

Y35 =

(
−1

45
ζ3ζ3 +

−1

9
ζ2ζ3

)
p1 +

(
−2

15
ζ3ζ3 +

−1

9
ζ2ζ3

)
p2 +

(
1

15
ζ3ζ3 +

2

5
ζ2ζ3

)
p3

+

(
−8

45
ζ3ζ3 +

4

45
ζ2ζ3

)
p4 +

(
8

45
ζ3ζ3 +

8

15
ζ2ζ3

)
p5 +

(
4

45
ζ3ζ3 +

8

15
ζ2ζ3

)
p6 (6.111)

Y36 =

(
−2

15
ζ3ζ3 +

−1

9
ζ1ζ3

)
p1 +

(
−1

45
ζ3ζ3 +

−1

9
ζ1ζ3

)
p2 +

(
1

15
ζ3ζ3 +

2

5
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)
p3

+

(
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45
ζ3ζ3 +

4

45
ζ1ζ3

)
p4 +

(
4

45
ζ3ζ3 +

8

15
ζ1ζ3

)
p5 +

(
8

45
ζ3ζ3 +

8

15
ζ1ζ3

)
p6 (6.112)

Y41 = Y14 (6.113)

Y42 = Y24 (6.114)

Y43 = Y34 (6.115)

Y44 =

(
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45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ2ζ2

)
p1 +

(
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15
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45
ζ2ζ2
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(
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45
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45
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p3

+
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15
ζ1ζ1 +

16

15
ζ2ζ2
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p4 +

(
16

15
ζ1ζ1 +
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45
ζ2ζ2

)
p5 +

(
16

45
ζ1ζ1 +

16

15
ζ2ζ2

)
p6 (6.116)

Y45 =

(
−4

45
ζ1ζ2 +

−8

45
ζ1ζ3

)
p1 +

(
−4

45
ζ2ζ2 +

8

15
ζ1ζ3

)
p2 +

(
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45
ζ1ζ3 +

−4

45
ζ2ζ3

)
p3

+

(
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45
ζ2ζ2 +

16

45
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16

15
ζ1ζ3 +

32

45
ζ2ζ3

)
p4

+

(
16

45
ζ2ζ2 +

32

45
ζ1ζ2 +

16

15
ζ1ζ3 +

16

45
ζ2ζ3

)
p5

+

(
32

45
ζ2ζ2 +

16

45
ζ1ζ2 +

16

45
ζ1ζ3 +

16

45
ζ2ζ3

)
p6 (6.117)

Y46 =

(
−4

45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ2ζ3

)
p1 +

(
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45
ζ1ζ2 +
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45
ζ2ζ3
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p2 +
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45
ζ1ζ3 +
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p3

+
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45
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32
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ζ1ζ3 +

16
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+
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45
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16

45
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16

45
ζ1ζ3 +

16
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ζ2ζ3

)
p5

+

(
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45
ζ1ζ1 +
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45
ζ1ζ2 +
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45
ζ1ζ3 +

16

15
ζ2ζ3

)
p6 (6.118)
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Y51 = Y15 (6.119)

Y52 = Y25 (6.120)

Y53 = Y35 (6.121)

Y54 = Y45 (6.122)

Y55 =

(
−8

45
ζ2ζ2 +

−8

45
ζ3ζ3 +

−8

45
ζ2ζ3

)
p1 +

(
−8

45
ζ2ζ2 +

8

15
ζ3ζ3

)
p2

+

(
8

15
ζ2ζ2 +

−8

45
ζ3ζ3

)
p3 +

(
16

45
ζ2ζ2 +

16

15
ζ3ζ3 +

32

45
ζ2ζ3

)
p4

+

(
16

15
ζ2ζ2 +

16

15
ζ3ζ3 +

64

45
ζ2ζ3

)
p5

+

(
16

15
ζ2ζ2 +

16

45
ζ3ζ3 +

32

45
ζ2ζ3

)
p6 (6.123)

Y56 =

(
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45
ζ1ζ2 +

−4

45
ζ1ζ3

)
p1 +

(
−8

45
ζ1ζ2 +

−4

45
ζ2ζ3

)
p2 +

(
−4

45
ζ3ζ3 +

8

15
ζ1ζ2

)
p3

+

(
32

45
ζ3ζ3 +

16

45
ζ1ζ2 +

16

45
ζ1ζ3 +

16

45
ζ2ζ3

)
p4

+

(
16

45
ζ3ζ3 +

16

15
ζ1ζ2 +

32

45
ζ1ζ3 +

16

45
ζ2ζ3

)
p5

+

(
16

45
ζ3ζ3 +

16

15
ζ1ζ2 +

16

45
ζ1ζ3 +

32

45
ζ2ζ3

)
p6 (6.124)

Y61 = Y16 (6.125)

Y62 = Y26 (6.126)

Y63 = Y36 (6.127)

Y64 = Y46 (6.128)

Y65 = Y56 (6.129)

Y66 =

(
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45
ζ1ζ1 +

8

15
ζ3ζ3
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p1 +

(
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45
ζ1ζ1 +
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45
ζ3ζ3 +
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+
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+
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+
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45
ζ1ζ3

)
p6 (6.130)

(ξ, ζ) = (x,B), (y, C) (6.131)
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