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論 文 エレクトロニクス分野におけるシミュレーション技術の進展論文特集

反復有限要素法と CMA-ESを用いた非線形光デバイスの最適設計

平尾 勇晴†a) 井口亜希人†b) 辻 寧英†c)

Optimal Design of Nonlinear Optical Devices Using Iterative FEM and CMA-ES

Hayase HIRAO†a), Akito IGUCHI†b), and Yasuhide TSUJI†c)

あらまし 光 Kerr効果を利用した光デバイスは，高速に応答する光スイッチが実現可能であり，線形光デバイ
スでの実現が難しい全光論理ゲートや光リミッタなどの実現が可能である．しかしながら，非線形問題を直接解
くことは一般に容易ではない．そのため，適当な初期解を用いた反復解法がよく用いられるが，解の収束性に注意
する必要がある．本研究では，伝搬解析手法として用いる反復有限要素法の収束性の改善を行い，構造表現手法
として関数展開法，最適化手法として共分散行列適応進化戦略 (CMA-ES) を用いた非線形光デバイスの最適設計
について検討を行っている．最適設計例として光スイッチと光 NAND ゲートをとりあげ本手法の有用性を示す．
キーワード 非線形光学，光 Kerr効果，トポロジー最適設計，関数展開法，共分散行列適応進化戦略 (CMA-ES)

1. ま え が き

近年，情報通信量が飛躍的に増大し，更なる通信の
大容量化と高速な信号処理が求められている．そのた
め，高速応答が期待できる全光信号処理デバイスが盛
んに検討されている．光集積回路の構築には様々な光
デバイスが必要であるが，多段接続可能な光論理ゲー
トや光リミッタは線形応答デバイスでは実現が難しく，
そのため光 Kerr 効果などの非線形応答を利用したデ
バイスの検討も盛んに行われている [1]～[4]．非線形
光デバイスの設計に従来の線形デバイスの設計理論を
用いる場合もあるが，非線形デバイス本来の性能を引
き出すためにはより高度な設計理論が必要になる．近
年の計算機シミュレーション技術と計算機アーキテク
チャの発達によりトポロジー最適設計法に関する研究
が盛んに行われ，線形デバイスの設計においてその有
用性が示されてている [5]～[7]．トポロジー最適設計
の非線形デバイスの設計への応用も報告されているが，
非線形デバイスの効率的な解析法を含めてその検討は
まだ十分ではない．文献 [8], [9]では解析にビーム伝搬
法 (Beam Propagation Method : BPM)を用いているた
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め反射を考慮できない．文献 [10]では解析に有限差分
法 (Finite Difference Frequency Domain : FDFD 法) を
用いて小型デバイスの設計を行っているが，設計例は
光スイッチに限られている．非線形光デバイスの解析
では，適当な初期解を用いて自己無撞着な解に反復収
束させることがしばしば行われる [4], [11]が，トポロ
ジー最適設計されたデバイス構造は素子内での光の振
る舞いが光パワーにより大きく変化する場合があるた
め，数値解析には任意の素子構造に対して堅牢な反復
解法が求められる．
本論文では，非線形光デバイスのトポロジー最適設
計のための数値解析法として，任意形状への適用性に
優れた有限要素法 (Finite Element Method : FEM) [12]
を採用し，探索履歴を考慮した安定な解探索とニュー
トン法 [13]による効率的な解探索を併用して反復解法
の収束性の改善のための検討を行っている．更に，数
値解析にこの反復 FEM，設計領域内の構造表現に関数
展開法，設計変数の最適化に共分散行列適応進化戦略
(CMA-ES) [14]を用いたトポロジー最適設計について
検討を行い，光スイッチ，光論理ゲートの最適設計を
例にその有用性を示す．

2. Kerr型非線形光学デバイスの有限要素
法解析

2. 1 非線形光導波路の有限要素法解析
図 1 に示すように x 方向に構造の変化がない Kerr
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図 1 Kerr 型非線形媒質を含む 2 次元光導波路

型非線形媒質を含む 2 次元光導波路デバイスに，TE
モードの光が入射する場合を考える．解析領域端か
らのスプリアスな反射を抑制するために，解析領域
端には放射波を無反射で吸収する完全整合層 (Par-
fectly Matched Layer : PML)を課す．Kerr型非線形媒
質の屈折率は，nL を線形屈折率，n2 を非線形屈折率，
Ex を電界の x 方向成分，Z0 を真空インピーダンスと
して

n (y, z,Ex) = nL

√
1 +

n2 |Ex |2
Z0

(1)

と表されるとする [4]．このとき光波の振る舞いは，以
下の波動方程式により記述することができる．

∂

∂y

(
py
∂ϕ

∂y

)
+
∂

∂z

(
pz
∂ϕ

∂z

)
+ k2

0qx
(
1 + γ |ϕ|2

)
ϕ = 0

(2)

ここに，py, pz,qx, γ, ϕは

py =
sz
sy
, pz =

sy
sz
, qx = sy szn2

L, γ =
n2
Z0
, ϕ = Ex

(3)

であり，式 (2) を FEM を用いて離散化すると最終的
に以下の非線形方程式を得る．[

P(|ϕ|2)
]
{ϕ} = {uin} (4)

ここに [P]，{uin} は

[P] =
∑
e

∬
e

(
py
∂ {N}
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∂ {N}T
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+ pz
∂ {N}
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)
{N} {N}T

)
dydz (5)

{uin} =
∑
Γ

∫
Γ

{N} ∂ϕin
∂n

dΓ (6)

であり，Γは入射面，∂/∂nは入射面における外向き法
線微分，ϕin は入射電界を表す．式 (5)は非線形方程式
であるため直接解くことは難しく，解を反復収束させ
る方法が用いられる．以下ではこの反復計算の方法に
ついて検討する．

2. 2 従来の反復 FEM (CI-FEM)
文献 [4]では式 (5)を[
P
(
|ϕ(l) |2

)] {
ϕ(l+1)

}
= {uin} (7)

のように書き換え，適当な初期解 ϕ(0) を与え，ϕ(l) =
ϕ(l+1) となる自己無撞着解を求めている．文献 [4] で
提案されているこの手法は，非線形効果に対応した
ビーム伝搬法 (非線形 BPM) [15]の結果と一致するこ
とが文献中で確かめられている．ここではこの反復法
を従来の反復法 (Conventional iterative FEM : CI-FEM)
と呼ぶことにする．

2. 3 過去の履歴を考慮した反復 FEM (II-FEM)
式 (7)の反復法は，光パワーによって出力が切り替
わるような素子の解析では，収束性が悪いことがしば
しば問題となる．そのため式 (7)を[

P
(
|ϕ̃(l) |2

)] {
ϕ(l+1)

}
= {uin} (8)

ϕ̃(l) =
1

1 + α

(
ϕ(l) + αϕ̃(l−1)

)
=

1
1 + α

l∑
k=0

(
α

1 + α

)l−k
ϕ(k) (9)

のように書き換え，直前に求まった電界 ϕ(l) を係数
行列 [P]の計算にそのまま用いる代わりに，過去に求
まった ϕ(k) (k = 0,1, · · · , l)の重み付き平均を用いる．
これにより，解を緩やかに収束させ安定性を高めるこ
とができる [16]．α は過去の履歴を考慮する係数であ
る．α が大きいほど収束が緩やかで安定化するが，収
束までに必要な反復回数が増大する．そのため，安
定で効率的な解析のためには α の値を適切に設定す
る必要がある．この反復 FEMをここでは改良型反復
FEM (Improved iterative FEM : II-FEM)と呼ぶ．なお，
II-FEMで α = 0とすると CI-FEMになる．

2. 4 ニュートン法を用いた反復 FEM (NI-FEM)
式 (8)，(9)を用いることで反復法を安定化できるが，
この場合，解の収束は必ずしも早くない．ここでは，解
の収束を早めるためにニュートン法を用いた反復 FEM
(Newton iterative : NI-FEM)の定式化を行う．式 (2)を

f (ϕ) = PLϕ + PNL |ϕ|2ϕ = 0 (10)
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と書き直す．ここで PL，PNL は

PLϕ =
∂

∂y

(
py
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PNL |ϕ|2ϕ = k2
0qxγ |ϕ|2ϕ (12)

である．ϕを ϕ = ϕr + jϕi のように実部と虚部に分け
て表すと，式 (10)は

f (ϕr , ϕi) =
{
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(
ϕ2
r + ϕ

2
i

)}
(ϕr + jϕi) = 0

(13)

と書ける．いま， f (ϕr , ϕi)を ϕ(l) = ϕ(l)r + jϕ(l)
i
の周り

でテーラー級数展開し，1次の項まで考慮すると
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と書ける．ここで， f (ϕ(l+1)
r , ϕ
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i

) = 0となるように
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i
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となり，ニュートン法の漸化式に対応する式が得られ
る．式 (15)を FEMで離散化すると以下の式を得る．
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ここに
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e
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(
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[Q] =
∑
e

∬
e

2k2
0qx

(
(ϕ(i)r )2 + (ϕ(i)

i
)2
)

{N}{N}T dydz (19)

{uin} = {uin,r } + j{uin,i} (20)

である．[P11]，[P22]，[Q]が複素行列であることを考
慮して，式 (16)の両辺の実部，虚部が互いに等しいと
すると，最終的に以下の線形方程式を得る．[

Re{[P11]} −Im{[P22]}
Im{[P11]} Re{[P22]}

] [
{ϕ(l+1)

r }
{ϕ(l+1)

i
}

]
=

[
{uin,r } + Re{[Q]}{ϕ(l)r } − Im{[Q]}{ϕ(l)

i
}

{uin,i} + Re{[Q]}{ϕ(l)
i
} + Im{[Q]}{ϕ(l)r }

]
(21)

2. 5 非線形光導波路解析における解の収束性
本手法の妥当性を確認するため，比較的解の収束性
の悪い解析モデルとして図 2 に示すような方向性結
合型光スイッチを考える．結合部の下側導波路を非線
形媒質とし，入射パワーが低い場合 (Pin ≃ 0 W/m)に
は port 3へ，高い場合 (Pin = 15 W/m)には port 2へ
出力する動作を考える．なお，ここでは解の収束性
を確かめることを目的として，材料は仮想的な材料
を用い，線形コアの屈折率を ncore = 2.058，線形ク
ラッドの屈折率を nclad = 1，非線形コアの屈折率は
式 (1) で表されるとし，線形屈折率を nL = 2.03，非
線形屈折率を n2 = 10−9 m2/Wとする．入射導波路の
幅を w = 0.3 µm，結合部のコア間隔を g = 0.3 µm，
結合部の長さを L = 26 µm とし，S 字曲がりの長
さを l = 7 µm，終端の導波路間隔を G = 1.7 µm と
し，波長 λ = 1 µmの TE波が入射する場合を考える．
図 3 に Pin = 15 W/m のときの各手法による反復計
算にともなう解の収束の比較を示す．平均 2 乗誤差
(Mean Squared Error : MSE)は反復法において直前の
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図 2 非線形方向性結合器

図 3 反復解析ごとの解の平均 2 乗誤差

図 4 反復回数に対する出力パワーの変化

解との 2乗誤差として以下のように定義している．

MSE =
1

Np

Np∑
j=1

��ϕ(l)
j

− ϕ(l−1)
j

��2 (22)

ここに Np は有限要素法解析における節点の数，ϕ(l)j
は節点 j の複素振幅である．この評価において，入射
パワーが 1となるように振幅を規格化している．本来
は真の解との誤差を計算するべきであるが反復の途中
では真の解は未知であるため，解の収束の指標として
この値を用いる．図 3より，文献 [4]の反復法である
CI-FEMでは解が振動して収束していないが，改良した

II-FEMで α = 0.5とした場合には反復とともに MSE
が減少に向かっていることがわかる．また，ニュート
ン法を適用した NI-FEMが最も収束が早いことがわか
る．図 4に反復にともなう出力パワーの収束の様子を
示す．この図からもニュートン法が最も収束が早いが，
反復の初期段階において出力パワーが大きく変化して
おり，ニュートン法でよく知られるように，初期解の
選び方によっては解が収束しないことが懸念される．
そのため，以下の最適設計ではこの両者を併用する．
具体的には反復の初期段階では II-FEMを用い，解が
ある程度収束した後に NI-FEMに切り替える．

3. トポロジー最適設計

トポロジー最適設計では，特性解析と構造の更新を
繰り返すことで最適な構造を得る．本研究では構造表
現に関数展開法を用い，特性解析には前節で述べた反
復 FEMを用いる．屈折率分布 (設計変数)の更新には
通常の進化的手法と比較して効率的に大域探索が可能
な CMA-ESを用いる．

3. 1 関数展開法
設計領域内の屈折率分布を数値パラメータ (設計変
数) で表現し，設計変数を最適化することで最適な構
造を見出す．本論文では，構造表現の方法に関数展開
法を採用し，屈折率分布を以下の式で表現する．

n2(y, z) = n2
a + (n2

b − n2
a)H(s(y, z)) (23)

ここに H(ξ)は屈折率を 2値化するためのヘビサイド
の階段関数

H(s(y, z)) =
{

0 (s(y, z) ≤ 0)

1 (s(y, z) > 0)
(24)

である．ここで，na，nb は導波路を構成する 2 種類
の材料の屈折率である．
本論文では構造決定関数として以下のフーリエ級数
表現を用いる．

s(y, z) =
Ny−1∑
i=0

Nz/2−1∑
j=−Nz/2

(ai j cos θi j + bi j sin θi j )

(25)

θi j =
2πi
Ly
y +

2π j
Lz

z (26)

ここに Ny，Nz はそれぞれ，y，z方向の展開項数を表
す．Ly，Lz はフーリエ級数の周期であり，設計領域サ
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図 5 CMA-ES による解探索の流れ

イズを Wz × Wy として Lz = 1.1Wz，Ly = 1.1Wy と
する．式 (25)の係数 ai j，bi j が設計変数である．

3. 2 共分散行列適応進化戦略
CMA-ESは多変量正規分布 N(m,σ2C)に基づく集
団 X(xi ∈ X ; i = 1,2, · · · ,NI , NI : 個体数 )を生成し，
期待値 m，標準偏差 σ，共分散行列 C を，新たな評価
点の情報と過去の進化パスの情報に基づき更新する直
接探索法である．図 5に CMA-ESの探索イメージを示
す．期待値 m は集団 X の上位個体に対する重み付き
平均により更新される．探索範囲に関係する標準偏差
σ は目的関数が平均して下っているときに大きく，平
坦なときに小さくなるように，進化パスと過去世代で
の正規分布中心の遷移ベクトルの重みづけ和により更
新される．共分散行列 C は，設計変数に対する感度が
大きい方向に探索幅を大きくするように過去世代での
正規分布中心の遷移ベクトルの重みづけ和を基に更新
される．各世代において，多変量正規分布N(m,σ2C)
に基づきランダムに個体を生成・評価することで現在
の探索点付近の目的関数の平均的な振る舞いを知るこ
とができる．過去の進化パスの情報と合わせて，多変
量正規分布 N(m,σ2C) を更新するため，細かな振動
が乗った目的関数であっても効率的に大域的な解探索
を行うことができる．

4. 最適設計例

4. 1 光スイッチのトポロジー最適設計
図 6 に示すような 1 入力 2 出力の非線形光スイッ

チの設計問題を考える．構造パラメータは導波路幅
を w = 0.15 µm，屈折率を nSi = 3.45，nSiO2 = 1.447
とし，設計領域は nSi と MBBA から構成されるもの
とする．MBBA は非線形媒質であり，その屈折率は
式 (1)で与えられ，線形屈折率を nL = 1.55，非線形屈
折率を n2 = 10−9 m2/Wとする [4]．設計領域サイズは
Wz ×Wy = 2 µm × 2 µmとし，波長 λ = 1.3 µmの TE
基本モードが入射する場合を考える．入射光パワーが

図 6 光スイッチ最適設計のための問題設定

図 7 光スイッチの最適化結果

Pin ≃ 0 W/m (P1)のとき Port 2に，Pin = 100 W/m (P2)
のとき Port 3に出力させるものとし，目的関数を以下
のように設定する．

Minimize C = C1 + C2 (27)

C1 = (1 − |S21,P1 |
2) + |S31,P1 |

2

C2 = (1 − |S31,P2 |
2) + |S21,P2 |

2

C1，C2 の第一項は目標ポートへの出力の最大化，第
二項はクロストークの最小化に関する項である．関数
展開法の展開項数を (Nz,Ny) = (16,8)，CMA-ESの個
体数を 19，最適化の反復回数を 1,000 回とする．ま
た，事前に様々な構造に対する伝搬解析を行い，どの
構造においてもより安定に収束解が得られるようにこ
こでは II-FEMの α は大きめに 4.0とした．最適化に
より得られた構造と光の伝搬の様子を図 7に示す．目
的のポートへの規格化出力パワーは Pin ≃ 0 W/mのと
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図 8 光スイッチの解析における反復 FEMの収束性の比較

き 0.923，Pin = 100 W/m のとき 0.946 である．この
設計により光スイッチを実現する構造が得られている
ことがわかる．図 8に得られた構造に対して入射光パ
ワーが Pin = 100 W/mのときの反復計算法の違いによ
る収束性の違いを比較して示す．なお，事前検討では
II-FEM から NI-FEM に切り替える MSE のしきい値
を 10−4よりも大きくすると，構造によっては NI-FEM
に切り替えた後に解が不安定化する場合があった．そ
のため，II-FEM から NI-FEM に切り替えるしきい値
は安全を見込んで MSE < 1.0 × 10−5 としている．こ
の問題の場合には最初から NI-FEM を用いた場合に
は解が収束しないが，II-FEM から NI-FEM に切り替
えることで，安定で効率的に収束解が得られているこ
とがわかる．なお，最終的に得られた構造に対しては
α = 0.5 としても収束解が得られ，α = 4.0 とした場
合と同じ結果が得られていることを確認している．ま
た，NI-FEM に切り替えずに II-FEM のみで収束させ
た場合についても同じ結果が得られていることも確認
している．
ところで，非線形問題においては光双安定状態が存
在する場合があり，その議論が重要になる場合がある．
本手法を用いて光双安定を議論するためには，入射光
強度を低い状態から高い状態に徐々に変化させた場合
と，高い状態から低い状態に徐々に変化させた場合の
解析を行う必要がある [17]．

4. 2 光 NANDゲートのトポロジー最適設計
図 9に示すような光NANDゲートの設計問題を考え
る．信号光を入力するポートを 1，2とし，論理 00で出
力 1が得られるように常時光を入射する制御ポートを設
置する．出力端にはNAND出力の他に不要な光パワー
を逃がすための放射ポートを設置する．構造パラメータ
は導波路幅を w = 0.15 µm，導波路間隔を d = 0.6 µm，

図 9 光 NAND ゲートの最適設計のための問題設定

屈折率を nSi = 3.45，nSiO2 = 1.447とし，設計領域は
屈折率 nSi の材料と MBBA から構成されるものとす
る [4]．設計領域サイズは Wz × Wy = 4 µm × 3 µmと
し，y 方向に対称な構造が得られるような制約を課す．
波長 λ = 1.3 µmの TE基本モードが入射する場合を考
え，信号光のパワー (P1, P2)は論理 1で 20 W/m，論
理 0で 0 W/mとし，制御光のパワーを PRef = 40 W/m
とする．目的関数は NAND 出力が得られるように以
下のように設定する．

Minimize C =
3∑

n=1

{
β × |P̃ideal,n − P̃NAND,n |

+

���P̃in,n + P̃out,n
���}

+ |θNAND,00 − θNAND,01 |

(1,2,3) = (00,01,11)

P̃in,n = P̃1,n + P̃2,n + P̃ref,n

P̃out,n = P̃r1,n + P̃r2,n + P̃NAND,n (28)

ここに βは重み係数であり，β = 2としている．P̃1,n，
P̃2,n，P̃ref,n，P̃r1,n，P̃r2,n，P̃NAND,nはそれぞれ論理入
力 nに対する入射ポート，放射ポート，NAND出力ポー
トの 20 W/m で規格化した反射，透過パワーであり，
P̃ideal,n は理想の規格化出力パワーである．θNAND,00，
θNAND,01 は論理入力 00と 01のときの NAND出力の
位相角を表す．NAND 回路を縦続接続する際には出
力の位相角を一定に保つ必要がある．CMA-ESによる
最適化では個体数を 19，反復回数を 1,000回とした．
最終的に得られた構造と光の伝搬の様子を図 10 に示
す．また，このときの各ポートの実際の出力光パワー
を表 1に示す．なお，論理 00と 01の出力光の位相差
は |θNAND,00 − θNAND,01 | = 0.17 rad である．目標値
Pideal との差は最悪でも 10%以下であり，10 W/mを
しきい値とする判定により NAND ゲートとして動作
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図 10 光 NAND ゲートの最適化結果

表 1 最適設計された NAND 素子の入力と出力の関係

論理入力 Pideal [W/m] PNAND [W/m]
0 0 20 19.7
0 1 20 18.1
1 0 20 18.1
1 1 0 0.09

図 11 光 NAND ゲートの反復解析ごとの解の平均 2 乗
誤差

することがわかる．最後に，図 11に得られた構造に対
して各論理入力に対する反復 FEMの解の収束の様子
を示す．全体の入射光パワーが増大するにつれ反復法
の収束が遅くなっているが，いずれの場合にも II-FEM
から NI-FEMに切り替えることで 10数回程度の反復
で収束解が得られることがわかる．

5. む す び

本論文では非線形光導波路のための安定かつ効率的

な FEM解析を可能にし，これを利用した関数展開法
に基づくトポロジー最適設計法の検討を行った．最適
化手法に CMA-ES を用い，光スイッチ，光論理ゲー
トの設計を通してその有用性を示した．本検討では
II-FEMにおいて過去の履歴を考慮する係数 α を一定
値としているが，より少ない反復回数で収束解を得る
ためにアダプティブな αの設定法について今後検討す
る予定である．また，実際の製造を考慮して構造のト
レランスを考慮した非線形光デバイスの最適設計につ
いても検討を行う予定である．
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