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論 文 エレクトロニクス分野におけるシミュレーション技術の進展論文特集

PUFEMによる光導波路デバイスの効率的な解析に関する検討

松崎 泰輝†a) 井口亜希人†b) 辻 寧英†c)

An Efficient Analysis of Optical Waveguides Using Partition of Unity Finite Element
Method

Taiki MATSUZAKI†a), Akito IGUCHI†b), and Yasuhide TSUJI†c)

あらまし 要素内の物理量を多項式で近似する通常の有限要素法は，任意形状への適合性に優れ，高精度な解
析が可能であるが，波動伝搬問題において一般に伝搬方向の分割数を多くする必要があり，計算コストが大きく
なる．この問題を解決する方法の一つとして，波動伝搬を考慮して通常の有限要素法の形状関数をリッチ化する
PUFEM が提案されており，必要となる未知変数を減らすことができるため，効率的な解析が可能となる．本論
文では，これまでに音波や弾性波などの問題に適用されていた PUFEM を光導波路伝搬解析に適用することで，
計算の効率化を図る検討を行っている．
キーワード PUFEM，有限要素法，光導波路伝搬解析

1. ま え が き

近年の情報化社会の進展に伴い，光通信の高速・大
容量化を達成するための高性能光デバイスの開発が盛
んに行われている．また，計算機の計算処理能力の向
上や電磁界シミュレーション技術の発展により，光導
波路デバイスの設計に数値シミュレーションが必要
不可欠となっている [1]～[3]．中でも有限差分時間領
域 (Finite-Difference Time-Domain: FDTD)法 [4] や有
限要素法 (Finite Element Method: FEM) [5], [6]は汎用
的な手法として広く用いられている．前者は時空間を
差分法により離散化し，時間方向の逐次計算により光
波の時間発展を解析する方法であり，空間の任意の方
向に伝搬する光を取り扱うことができ，入射波に時間
パルスを用いることで入射波に含まれる波長成分の透
過・反射特性を一回の計算で求められるという利点が
ある．一方，空間の離散化は通常，規則格子を用いる
ため，局所的に微細な構造があると時空間の全体にわ
たって微細な離散化が必要で計算コストが高くなる．
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後者の FEMは不均一メッシュの利用が可能で媒質境
界に合わせて正確に構造をモデリングできるため，一
般に FDTD法に比べて計算精度が高いが，最終的に線
形方程式を解く必要があるため，解析領域が広くなっ
たり離散化が細かくなると計算コストが増大しやすい．
更に，FEMは一般に電磁界振幅そのものを多項式で近
似するため，波動伝搬を表現するには通常 1波長あた
り 10∼20分割程度必要となり，素子長が波長よりもか
なり長い場合には計算コストが高くなる．
この問題を解決する方法の一つとして，波動伝搬現
象を考慮して通常の FEMの形状関数をリッチ化する
ことで，伝搬方向の分割数を減らす Partition of Unity
FEM (PUFEM) [7]が音波 [8]や弾性波 [9]の問題に適
用されており，計算コストを減らす報告がなされて
いる．伝搬方向の離散化を緩和する方法として，包
絡線振幅のみを解くビーム伝搬法 (Beam Propagation
Method: BPM) [10]もあり，伝搬方向の構造変化が緩
やかである場合に有効な手法である．しかし，伝搬方
向に対してデバイス構造が変化する場合，階段近似に
よる誤差が生じるため，解析精度が劣化してしまう．
また，一般的な BPMでは反射波を考慮できない．一
方，PUFEM では任意形状への適合性に優れており，
前進波と後退波を考慮して解析を行うため，それらの
問題は生じない．本論文では，これまで適用されてい
なかった光導波路伝搬解析に PUFEMを適用し，解析
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の効率化を図る検討を行っている．

2. PUFEMの定式化

本章では，光導波路伝搬解析を行うための PUFEM
の定式化を示す．

2. 1 基本方程式
光波の伝搬方向を z，横方向を y とし，x 方向に構
造の変化も電磁界の変化もない 2 次元光導波路を考
える．このとき，マクスウェル方程式より光波の基本
式は

∂

∂y

(
p
∂Φ

∂y

)
+
∂

∂z

(
p
∂Φ

∂z

)
+ k2

0qΦ = 0 (1)

で与えられる．ここに k0 は自由空間波数であり，Φ，
p，q は，TE波，TM波に対して{

p = 1, q = n2, Φ =
√
ε0Ex, for TE波

p = 1/n2, q = 1, Φ =
√
µ0Hx, for TM波

(2)

と定義される．ここに，nは屈折率，ε0 は真空の誘電
率，µ0 は真空の透磁率，Ex，Hx はそれぞれ電界，磁
界の x成分である．また，x成分以外の電磁界成分は，
真空中の光速 c と角周波数 ω を用いて

Ψy = jp
c
ω

∂Φ

∂z
, Ψz = − jp

c
ω

∂Φ

∂y
(3)

と表すことができる．ここに，Ψy，Ψz は TE波，TM
波に対して，それぞれ以下のように定義される．{

Ψy =
√
µ0Hy, Ψz =

√
µ0Hz, for TE波

Ψy = −√ε0Ey, Ψz = −√ε0Ez, for TM波

(4)

2. 2 PUFEMによる離散化
解析領域を三角形節点要素で分割し，各要素内の電
磁界 Φを z方向に伝搬する前進波と後退波を考慮して
以下のように近似する．

Φ(y, z) = {Nf }T {Φ f } + {Nb}T {Φb} = {Ñ}T {Φ}
(5)

ただし，{Nf }，{Nb}はそれぞれ前進波と後退波でリッ
チ化された形状関数ベクトルである．要素内節点番号
i に関する形状関数 Nf i，Nbi は

Nf i = Ni exp
{
− j k0nref

f (z − zi)
}

(6)

図 1 2次三角形要素を用いたときの通常の FEMと PUFEM
の形状関数

Nbi = Ni exp
{

j k0nref
b (z − zi)

}
(7)

であり，通常の FEM における要素内節点番号 i に関
する形状関数 Ni に波動伝搬項が付加されている．ま
た，Ni は以下の Partition of Unity (PU) 条件を満たす
ものとする．∑

i

Ni = 1 (8)

このとき，要素を細分化することで，近似解が厳密解
に収束することが保証される．また，nref

f
，nref

b
はそれ

ぞれ前進波と後退波の参照屈折率，zi は節点 i の z 座
標である．式 (5) の形状関数 Ñ は節点上で 1 となる
ように定義しているため，z 軸に垂直な境界で接する
要素において，異なる参照波数を設定しても電磁界の
連続性を満たすようになっている．図 1に 2次三角形
要素を用いたときの通常の FEMと PUFEMの形状関
数を示す．PUFEM の形状関数は通常の FEM の形状
関数に比べて要素内で振動していることがわかる．更
に，図 2に 1次元の波動伝搬問題における PUFEMと
FEMの近似イメージを示す．PUFEMは，適切な波動
伝搬項を付加することで真値と近似値がよく一致して
いることがわかる．
式 (1)の電磁界 Φを式 (5)で離散化し，ガラーキン

法に基づく FEMを適用すると，以下のような連立一
次方程式を得る．

[P]{Φ} = {u} (9)

[P] = [K] − k2
0[M] (10)

[K] =
∑
e

∬
e

(
p
∂{Ñ}
∂y

∂{Ñ}T
∂y
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図 2 PUFEM と FEM の波動伝搬の近似 (1 次元)

+ p
∂{Ñ}
∂z
∂{Ñ}T
∂z

)
dydz (11)

[M] =
∑
e

∬
e

q{Ñ}{Ñ}T dydz (12)

{u} =
∑
e

′
∫
Γ

p{Ñ}Γ
∂Φ

∂n
dΓ (13)

ここに，
∑

e は全ての要素に関する和，
∑

e
′，

∫
Γ

dΓは
それぞれ仮想境界及び入射境界要素に関する和と積分
を表している．

2. 3 完全整合層
開放系の問題を扱う方法として，様々な方法 [11], [12]
が提案されているが，ここでは，放射波を無反射で吸
収させることのできる完全整合層 (Perfectly Matched
Layer: PML) [13]を解析領域端に装荷する．複素係数
を用いた座標変換に基づく PMLを用いると，式 (1)の
波動方程式は PML領域内において

sz
∂

∂y

(
p
sy

∂Φ̃

∂y

)
+ sy

∂

∂z

(
p
sz

∂Φ̃
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)
+ k2

0qsy szΦ̃ = 0

(14)

と表される．ここで，複素ストレッチング係数
sn (n = y, z)は

sn = 1 − j tan δ
( ρ

d

)m
(n = y, z) (15)

図 3 数値積分のための細分割

で与えられる．d は PMLの厚さ，ρは PML開始点か
らの距離，mは吸収係数の分布次数，tan δ は PML終
端での損失正接であり吸収の強さを表す．

2. 4 数 値 積 分
要素内を多項式で近似する通常の FEM では，式

(11)，(12)に相当する積分を解析的に行うことが容易
だが，PUFEMの場合，リッチ化した形状関数に振動
項が含まれ，参照屈折率が要素内で変化する場合も考
えると，解析的な積分計算は容易ではない．そこで，
本論文では数値積分を用いて解析を行う．ここでは，
要素を伝搬方向に分割し，得られた三角形に数値積分
公式 [14], [15]∬

e
f (y, z)dydz

=

n∑
i=1

Wi

2
f (L1i, L2i, L3i)|J(L1i, L2i, L3i)| (16)

を適用する．ここに n は標本点の数，(L1i, L2i, L3i)，
Wi はそれぞれ標本点 iの面積座標，重みである．その
後，それぞれの和をとることで一つの要素の積分を評
価する．
例として図 3のような長方形領域を考え，その領域
を二つの三角形要素で分割する場合を考える．PUFEM
の積分計算で必要となる伝搬方向の分割数を確認する
ため，減衰振動関数

f (y, z) = exp
(
− z

2

)
exp(− j k0z) (17)

の長方形領域 (0 ≤ y/µm ≤ 2，0 ≤ z/µm ≤ 6)での積
分を数値積分により求めた値と解析的に求めた真値を
比較する．ここで，波長は λ = 1.55 µm，式 (16)の n
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図 4 数値積分の精度検証のための被積分関数 f (y, z) の
分布

図 5 伝搬方向の分割数に対する数値積分の真値との誤差

は n = 7とする．図 4に被積分関数の分布を示し，図 5
に伝搬方向の分割数に対する相対誤差を示す．図 5よ
り，相対誤差を 10−8 以下にするためには，伝搬方向
に 40 分割程度する必要があることが分かる．この数
値例では一つの要素に 3.8波長含まれるので，1波長
当たり 10.5 分割以上になるように数値積分において
要素を細分割する必要があることを意味する．通常の
FEM解析では，1波長当たり 10∼20分割程度必要であ
ることを考えると，式 (11)，(12)を細分割により求め
る計算コストは通常の FEMと同程度であり，PUFEM
により未知変数を減らせることを考えると，線形方程
式を解くのに要する時間は大幅に削減でき，解析全体
の計算の効率化が期待できる．

3. 数値解析例

本章では，テーパ導波路とエアギャップのある導波
路を PUFEM で解析し，FEM の結果と比較すること

図 6 テーパ導波路

で，その妥当性を確かめる．
3. 1 テーパ導波路
図 6に示すようなコアとクラッドの屈折率差が大き
いテーパ導波路を考え，導波路内の実効的な波数の長手
方向変化が大きい場合について議論する．解析領域幅
をW = 3 µm，入出力導波路の長さを l = 1 µm，テーパ
長を L = 5.7 µm，入力の導波路幅を w1 = 0.2 µm，出力
の導波路幅を w2 = 0.1 µmとし，動作波長 λ = 1.55 µm
の TE基本モードを入射する．ここでは導波路内で波
数の変化が大きな強導波路を考え，コアの屈折率を
n1 = 3.3，クラッドの屈折率を n2 = 1 とする．また，
解析領域端に PMLを dz = dy = 1 µmの幅で装荷する
ことで，放射波を吸収している．ここでは，PML領域
と横方向の要素分割を十分に行い，全ての要素で参照
屈折率を入射モードの実効屈折率 neff

in = 2.55と出力導
波路における基本モードの実効屈折率 neff

in = 1.91の中
間値を用いて nref

f
= nref

b
= 2.23としている．

図 7 に伝搬方向における動作波長当たりの要素分
割数 Nλ = λ/∆z に対する規格化透過パワーの収束の
様子を示す．ここに，∆z は z 方向の要素サイズであ
る．ここでは，通常の FEMで十分に要素分割し，解
析して得られた透過パワー Pref = 0.999を真の値とし，
相対誤差が 0.01% 以下になったとき収束していると
する．通常の FEMでは，十分な精度を得るためには
Nλ = 6.6以上の分割が必要であるのに対し，PUFEM
では Nλ = 1.6で収束しており，PUFEMの方が通常の
FEMより少ない離散化で効率的な解析が可能であるこ
とがわかる．更に，図 8に Nλ = 1.6のときの PUFEM
及び FEM解析により求めた伝搬界分布を示す．通常
の FEMでは波の振動を近似するために必要な分割数
が足りていないため，スプリアスな減衰振動が見られ
るのに対し，PUFEM ではそのような界は見られず，
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図 7 テーパ導波路における解析精度の伝搬方向分割数依
存性

図 8 Nλ = 1.6 のときのテーパ導波路中の伝搬界分布

図 9 伝搬方向の分割数 Nλ ににおける参照屈折率 nref の
透過パワー依存性

波動伝搬を精度良く解析できていることがわかる．
図 9に PUFEM解析における参照屈折率 nref の透過
パワー依存性を示す．また，入出力導波路を伝搬する

表 1 テーパ導波路における PUFEM解析と FEM解析の解
析時間とメモリ使用量

未知変数の数 解析時間 [sec] メモリ使用量 [Mbyte]
PUFEM 17,138 0.12 69.1

FEM 27,416 0.08 77.5
使用計算機：Intel(R) Core(TM) i9-13900 CPU 5.60 GHz

図 10 ギャップのある 2 次元光導波路

TE 基本モードの実効屈折率 neff
in，neff

out を合わせて示
す．Nλ = 1.6のとき，入出力導波路の基本モードの実
効屈折率の範囲において透過パワーは通常の FEMの
パワーとよく一致しており，Nλ = 2.2と分割数を少し
増やすことで，広い範囲で通常の FEMのパワーと一
致していることがわかる．このことから，導波路内の
実効的な屈折率を予測するのが困難な場合でも，参照
屈折率を厳密に求める必要はないといえる．
表 1に Nλ = 1.6のときの PUFEM解析と Nλ = 6.6

のときの FEM解析の計算時間とメモリ使用量を示す．
PUFEMは，同じ要素分割で通常の FEMよりも未知変
数の数が 2倍になるが，それ以上に伝搬方向の分割数
を減らすことができるため，未知変数の数は FEMよ
りも少なくなっている．これにより，メモリ使用量を
削減することができる．ただし，要素内の数値積分を
行う際の細分割により手順が増え，解析時間は通常の
FEMよりも長くなっている．一方，積分を解析的 [16]
に行うことも可能であり，それにより解析時間を短縮
できると考えられる．

3. 2 エアギャップのある導波路
前節では，反射の生じない導波路の解析を行った

が，ここでは，図 10 のような導波路不連続により反
射の生じる 2 次元光導波路を考える．解析領域幅を
W = 5 µm，入出力導波路の長さを l = 1µm，入出力の
導波路幅を w = 1 µm，ギャップ長を L = 0.5 µm，動

129



電子情報通信学会論文誌 2025/5 Vol. J108–C No. 5

図 11 ギャップのある導波路における解析精度の伝搬方向
分割数依存性

作波長 λ = 1.3 µmの TE基本モードを入射する．コア
の屈折率を n1 = 3.54，クラッドの屈折率を n2 = 3.17
とし，ギャップの屈折率を 1とする．解析領域端には
PMLを dz = dy = 0.5 µmの幅で装荷する．ここでも
前節と同様に PML領域と横方向の要素分割を十分に
行い，伝搬方向に構造が一様な領域 I，II，IIIにそれぞ
れ nI

ref = 3.5，nII
ref = 1，nIII

ref = 3.5と参照屈折率を設定
する．ただし，前進波と後退波の参照屈折率は同じ値
にしている．図 11 に伝搬方向における動作波長当た
りの要素分割数 Nλ に対する規格化透過パワーの収束
の様子を示す．ここでも通常の FEMにおいて十分に
分割を行い，解析して得られた透過パワー Pref = 0.311
を真の値とし，相対誤差が 0.1%以下になったとき解
が収束しているとする．通常の FEMでは，十分な精
度を得るためには Nλ = 24.8 以上の分割が必要であ
るのに対し，PUFEMでは Nλ = 5.4で収束しており，
反射波が生じる構造においても PUFEMの方が通常の
FEM よりも少ない離散化で効率的な解析が可能であ
ることが分かる．また，挿入図として Nλ = 5.4 のと
きの PUFEM及び FEM解析により求めた電磁界分布
を示す．通常の FEMでは波の振動を近似するために
必要な分割数が足りていないため，特に媒質内波数と
参照波数の差が大きい入出力導波路においてスプリア
スな減衰振動が見られるのに対し，PUFEMは波動伝
搬を精度良く解析できていることがわかる．
表 2に Nλ = 5.4のときの PUFEM解析と Nλ = 24.8

のときの FEM解析の計算時間とメモリ使用量を示す．
計算時間はどちらの手法も同程度であるが，メモリ使
用量は PUFEMの方が通常の FEMよりも削減できて

表 2 ギャップのある導波路における PUFEM 解析と FEM
解析の解析時間とメモリ使用量

未知変数の数 解析時間 [sec] メモリ使用量 [Mbyte]
PUFEM 17,286 0.08 67.9

FEM 28,341 0.09 83.8
使用計算機：Intel(R) Core(TM) i9-13900 CPU 5.60 GHz

いることがわかる．

4. む す び

光導波路伝搬解析のための PUFEM の定式化を行
い，通常の FEMとの解析精度の比較を行った．要素
行列を作成する際の積分計算では，要素を更に細分割
し，得られた三角形それぞれに数値積分を適用した
後，その和をとることで評価を行った．本手法をコア
とクラッドの屈折率差が大きく，伝搬方向に波数が変
化するテーパ導波路や導波路不連続により反射が生じ
るギャップ導波路に適用した．PUFEMにおいて十分
な精度が得られたときの伝搬方向の分割数は，通常の
FEM よりも少なく，少ない未知変数で効率的な解析
が行えることを示した．更に，テーパ導波路の解析に
おいて，参照屈折率を変化させて解析を行い，伝搬方
向の分割が少ない場合でも，十分に要素分割を行った
FEM の結果と広く一致していることから，参照屈折
率を厳密に求める必要がないことを示した．しかし，
PUFEM解析において，あらかじめ参照屈折率を設定
する必要があり，波数変化が大きい入出力端の PML
領域内では，解析領域内よりも伝搬方向の分割数を多
くする必要がある．したがって，今後は仮想媒質内の
波数を見積もる必要のない解析領域の終端方法 [12]を
適用する予定である．また，要素行列を作成する際の
数値積分の計算に時間がかかっているため，曲辺要素
や要素内で材料定数，参照屈折率が変化しない場合，
解析積分を適用することで，計算の効率化を行う予定
である．
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