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薄肉H形 断面ば りの弾性波の位相速度について

ON THE PHASE VELOCITY OF ELASTIC WAVES 

IN THIN-WALLED H SECTION BEAM

能 町 純 雄*・ 角 田 与 史 雄**・ 岸 徳 光***

By Sumio NOMACHI,  Yoshio  KAKUTA and  Norimitsu  KISHI

1.　は じ め に

棒状体を伝播する曲げたわみ波動については,古 典曲

げ理論にせん断変形 と回転 慣性 を考 慮す るいわ ゆる

Timoshenkoば り1)によ って適用範囲を高周波域まで拡

張することができた。また同じ考え方をねじり波動に拡

張しAggarwa1とCranch2)は 薄 肉開断面ばりを立体

的に解析する波動理論を展開した。 深沢3)はこの理論を

任意断面形状のはりに拡張している。以上の理論は,薄

肉断面においても断面形が不変のまま振動すると仮定し

ているが,中 村4)は は りがたわみあるいはねじれを生ず

ると同時に断面が変形することを考慮した薄肉ば りの自

由振動について論じている。

薄肉断面部材に断面不変形 を仮定することは低周波領

域以外実状にそわないようであるが,一 方ひずみの線形

分布の仮定においても,高 周波部分で伝播速度は厳密解

と異なってくる。また,線 形分布ひずみが成立するのは,

波長が 自己断面の寸法より大きい場合のみである5),6)。

本論文は,位 相速度分散曲線が波動の性質をよく表わ

す点に注目し,薄 板要素の動的基本微分方程式を忠実に

解くことによって得られる関係式を用いて,広 く使用さ

れている薄肉H形 断面ばりの位相速度分散曲線ならびに

モー ドを求め,そ の特性を明らかにしつつ,従 来のはり

理論との比較を行ったものである。

2.　解 析 理 論

(1)　 概 要

薄肉はりが 数枚の薄板要素から成 り立っている場合

には,個 々の薄板要素の接線における変位 と断面力の剛

性関係を求め,こ れを要素行列 として与えられた断面形

を表わすように全体の剛性行列 を作 り上げて応力解析す

る方法が行われるが,こ の方法によって薄肉断面ば りの

位相速度 を求めたものである。薄板要素については,面

内変形 と面外変形を互いに独立 としてそれぞれ動的二次

元弾性論および動的平板曲げ理論によって,長 軸方向に

一定の単色波動を与え微分方程式を忠実に解き,そ の解

から両接線における変位 と断面力の剛性関係式 を求め

たもので,こ の場合慣性項は係数中に現われる関数中の

パラメーターとして入 ってくる。本解析は基礎微分方程

式 を忠実に解いて求めるため,変 位関数を多項式に仮定

し変分原理に基づいて求める方法4)に 比べ複雑な形にな

る。したがって,変 位関数の選択や精度向上のための分

割数の問題は生じない。また変位関数を多項式に仮定 し

た場合は,剛 性マ トリックス と質量マ トリックスは分離

した形で求められ計算上有利であるが,本 解析法による

とそれ らは区別されない形 となる。固有値は動的剛性マ

トリックスの中に複雑に入 り込むため繰 り返 し算によっ

て求めることになるが,断 面および変形の対称性,逆 対

称性を考えてマ トリックスを縮小し単純化した形で計算

を行った。

(2)　 動的基本式の誘導

解析にあた り,各 薄板要素は等方弾性体で,厚 さ乃は
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幅bに 比べて十分小さく,変形は微少であると仮定する。

図一1の ような任意の薄板要素をとりだし,部 材座標

をx-y-2と し,そ の変位成分をu,v,w,x軸 回 りの回

転角を θ,時間をtと する。位相速度および波長を c, λ

と して,x方 向への進行波を仮定すれば,各 変位成分は

次のように示すことができる。

( 1 )

ここに,U,V,W,θ は各変位成分の振幅 を示 し,ッ

のみの関数値である。解析を進めるにあた り,変 位や力

の振幅 を単に変位,力 とよぶこととする。

a)　 面内変形の動的基本式

任意の薄板要素において,各 座標系の直応力 をσx,σy,

せ ん断応力を τxy,τyxと す ると,二 次元応力問題にお

ける力のつ1)合 い式は,慣 性力 を考慮して次のように表

わされる。

( 2 )

( 3 )

た だ し,ρ は 単位 体 積 質 量 で あ る。

ま た,E:ヤ ン グ係 数,G(=E/2(1+v)):せ ん 断 弾 性

係 数,v:ボ ア ソ ン比 とす る と,平 面 応 力 問題 の Hooke

の 法 則 は,

( 4 )

( 5 )

( 6 )

となる。さらに上式の各応力は式(1)よ り次のように

表わすことができる。すなわち,

( 7 )

式(1),(7)を 用 い,式(4)～(6)の 応 力 と変位 の 関 係

式 を考 慮 し て,式(2),(3)に そ れ ぞれsinnπ/b・y, cos

21π/b・yを 乗 じ,【 付 録A】 に従 って0<y<bの 間 に

有 限Fourier変 換7)を お こ な う。 部 分 積 分 を施 し整 理 す

る と,結 局,式(1)中 のU,Vに 関 す る像 関 数Sn[U],

Cn[V]は 次 の よ うに求 め られ る。

( 8 )

た だ し,

また,U,ら はy=0,bに おける境界物理量からな

るもので次のように示 される。

こ こで,サ フ ィ ック スb,0は そ れ ぞ れy=b点,y=

0点 を意 味 す る も の とす る。

式(8)をSn[σ],G[V]に つ い て 連 立 に解 き逆 変 換

す る と

( 9 )

( 10 )

と な る 。 た だ し,αn1,α2 は,

である。

ここで,座 標,位 相速度を無次元化して次のように定

義する。すなわち
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( 11 )

た だ し,0≦ η≦1で あ り,

である。 ここに,csは せん断波速度とよばれるもので

ある。さらに

とお い て,式(9),(10)に 有 限Fourier変 換 公 式 【付 録

B】 を用 いて 整 理 す る と σ(η).V(η)は,

(13)

た だ し,λ 、2.λ22は 負 の 値 を もつ可 能 性 が あ る の で注

意 を必要 とす る。 また,Q12(η),ξ α12(η)な どにつ い て

は 【付 録B】 に示 す とお りで あ る 。

した が って,境 界 の 応 力 は式(12),(13)よ り容 易 に求

め る こ とが で き る。 た とえ ば,σyは 式(13)に η=0,1

を代 入 して二 元 連 立 方 程式 よ り求 め られ,τxyも 式 (1),

(7)を 用 い て式(6)に 式(12),(13)を 代 入 す る こ とに よ

り求 め られ る。

以 上 よ り,面 内変 形 に関 す る境 界 の 応 力 は,す べ て境

界 の変 位 の み で示 す こ とが で きた 。

断 面 力 をT=h・ τxy,S=h・ σyと お き,座 標 の 正 の 向

き を正 とし て整理 す る と次 の よ うに な る。

( 14 )

式(14)が 薄板要素の面内変形に関する動的基本式で

ある。 なお,係 数マ トリックスの要素は次のようにな

る。つまり,

とお く と,

である。

b)　 面外変形の動的基本式

図一1に おいて,薄 板要素のx,y軸 まわ りの曲げモ

ーメントをそれぞれM夕,Mx,ね じりモーメントを Myx

とす ると,曲 げのつ り合い式は慣性力を考慮 して,

( 15 )

と示 される。上式における断面力およびy軸 方向の反力

Ryと 曲率 との関係式は薄板の曲げ剛性をD(=Ell3/12

(1-v2))と す ると,

( 16 )

( 17 )

( 18 )

( 19 )

とな り,ま た,上 式の各断面力は式(1)の 仮定より次の

ように表わすことができる。すなわち,

( 20 )

式(1),(20)を 用 い,式(16)～(18)を 考 慮 して,式(15)

にsinnπ/b・yを 乗 じ 【付 録A】 に従 って0<y<bの

間 に有 限Fourier変 換7)を お こ な う。部 分 積 分 を行 い境

界 条 件 を考 慮 し て整 理 す る と,式(1)中 のWに 関す る

像 関 数Su[W]は 次 の よ うに な る 。
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( 21 )

ただ し

また,My,Wはy=0,bに お ける境界物理量からな

るもので次のように示される。

ここで,サ フィックスb,0は 面内変形の場合と同様

にy=b点,y=0点 を意味するものとする。

式(21)を 逆変換することによりWは,

( 22 )

た だ し,

である。

ここで,式(11)を 用い次のような記号を導入する。

ただし,rp(=h/√12)は 薄板要素の断面二次半径と

する。

式(22)よ り,Wと θ(=∂W/∂Y)は 【付録B】 に

よって次のように示 される。すなわち,

( 23 )

上 式 中 λ32は,面 内変 形 に お け る λ、2,λ22と同 様 負

値 を もつ可 能 性 を含 ん で い る。 また,Qα34(η),Qα342

(η),ξα343(η)は 【付 録B】 に示 す とお りで あ る。

境 界 断 面 力 鵜 は式(23)の θ(η)に η=0,η=1を

代 入 して二 元 連 立 方 程 式 よ り求 ま る。Ryも,式 (1),

(20)を 用 い,式(19)に 式(23)を 代 入 す る こ とに よ り

求 め られ る 。

以上 より,薄 板要素の面外変形に関する境界断面力を

すべて境界変位で表現することができた。座標の増加の

向きを正として整理すると面外変形の動的基本式は,次

のようになる。

( 24 )

こ こで,係 数 マ トリ ッ クス の要 素 は,

となる。ただし,ξα345(のは 【付録B】 に示すとお りで

ある。

(3)　 任意断面ば りの動的基本式および固有行列式

任意断面形状のは りにおいて,節 点i,jを 有する薄

板要素をij要 素 とするとき,ij要 素 に関する部材座標

系についてのマ トリックス関係式は次のようになる。

( 25 )

こ こで{F},{Δ}そ れ ぞ れ節 点 力,節 点 変 位 ベ ク トル

で あ り,サ フ ィ ックスi,jを(2)のa),b)に お け る

0,bに 対 応 させ る と次 の よ うに 表 わ す こ とが で き る。 す

な わ ち

( 26 )

ま た,[K]は,式(26)に 対 応 す る8×8の 動 的 剛 性

マ トリ ック ス で あ り,式(14),(24)よ り た だ ち に求 ま

る 。
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構造全体の動的剛性マ

トリックスを作るために

は式(25)を 全 体座標系

へ変換する必要がある。

いま,図 一2の ように全

体座標系をとると,座 標

変換により全体座標系に

おける節点力,節 点変位

ベクトル{F},{Δ}は,

それ ぞれ,{F}={T}-1{F},{Δ}=[T]-1{Δ}と して示

され る。 こ こで座 標 変換 マ トリ ックス[T]は,

( 27 )

ただ し

である。 したがつて,ij要 素の全体座標系における動

的剛性マトリックス[K] は,

( 28 )

となる。

式(28)を 各要素に適用して,節 点における力のつり

合いと変位の適合条件のもとに重ね合せをおこない,構

造全体の動的剛性マ トリックス[Kst]を 完成する。

構造全体の外力,変 位ベクトルを{Pst},{Δsf} とお

くと,次 のような関係式が成立する。

( 29 )

上式 が薄板要素より構成された任意断面形状ば りの動

的基本式である。

ここで,{Ps}=0,{Δst}≒0と おけば,式(29) は,

( 30 )

とな り,結 局,次 の よ うに示 され る。

( 31 )

上式 が,波 長 λに対する薄板要素より成る任意断面

形状ばりの位相速度を求める固有行列式である。

節点変位モー ドは,式(30)に 位相速度を代入して求

められ,節 点力モードも式(25)を 用 いることによって

求めることができる。また,任 意の板要素上の変位モー

ド分布は,こ れら節点物理量モー ドを式(12), (13), (23)

に代入することによって求まる。

なお,式(31)の 固有行列式において,固 有値 として

の位相速度が,変 位を表わす関数形の中にパラメーター

として複雑に入 り込むため,数 値計算は繰 り返し算に

よって行われなければならず,本 論文においては,一 次

補間反復公式8)を用いて求めている。 また,長 軸直角方

向の自由度が無限であるから任意の波長に対して無限個

の位相速度が存在する。

3.　波動伝播の数値解析例

図一3　に示すように,薄

肉H形 断面ば りにおいて,

y軸 を強軸,Z軸 を弱軸 と

し,断 面形状比,材 料定数

は,

とする。この場合要素の分

割数は5と なる。また,波 長を無次元化 して次のように

定義する。

( 32 )

二軸対称断面であるから変形の対称性 を考 えて,表 一

1の ように4種 類の 波動パターンを設定することとす

る。 したがって,各 波動パターンの固有行列式は 8×8

の大きさとなる。固有値としての位相速度は,行 列式の

各要素を共通因子で除し10-7を 零基準にとって求めた

が,な んら障害は生 じなかった。

図一4～7　は,表 一1に 分類 した各波動パターンの最

図一2　 ij要 素 に関する座標系

図一3　 薄肉H形 断面 ば り

表一1　 波 動 パ タ ー ン

図一4　強軸回りの曲げ波動分散曲線
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低次 より3次 までの位相速度分散曲線(図 中には,①,

②,③ として示 されていて,こ れらをそれぞれ,第1次,

第2次,第3次 分散曲線 とよぶ こととす る)をTimo-

shenkoば りの分散曲線 といっしょに描いたものである。

また,図 一8～11に は,第1次 分散曲線について各周波

数領域の特徴をよく表わして い る α=0.01, 0.1, 0.5,

1.0,2.0,6.0,10.0の 代表的な7例 をとり上げ,断 面変

形モー ドと軸方向変位モー ドをそれぞれの最大変位を1

として図示してある。したがって,そ れぞれのモー ドの

大小を図によって比較することはできない。図示されて

いるすべてのパターンについての α=10.0の 場合,ま

た,図 一11の α=0.01の 場合,断 面変形モー ドの大き

さは非常に小さく他に比べてほとんど0に 近い。なお,

Timoshenkoば りに用いられる平均 せ ん断 係数 は,

Cowperの 理論式9)を採 用したものである。

以下,そ れぞれの波動パターンについて順に説明す

る。

a)　 強軸回りの曲げ波動(図-4,8)

第1次 分散曲線にっいては,0か ら直線的に増加し,

α=0.1で 極大値 をとり,ゆ るやかに減少して, α=0.6

で極小 となり,徐 々に増加し α=9.0で ほぼ不連続的に

一定値(VE=0 .9162)に な る。この値は,平 面応力状態

のv=0.3に おけるRayleigh波 速 度とせん断波速度の比

の値である。不連続線の存在することは,高 周波に近づ

くと固有行列式が曲げ振動に関するものとRayIeigh 波

を生ずるものとの積の形になることから明 らかに示され

る。第2,第3次 分散曲線は,大 きな値から双曲線的に

減少し,ま た増大 して α÷9.75で せん断波速度 (VE=

1.0)に 漸近 している。また,モ ー ド分布については α=

0.1く らいまでは,は り理論で仮定されている平面保持

を示 しているが,α の増加にともない節点に集中する局

所的モー ドを示 し,軸 方向変位分布は線形分布 と大きく

隔たる。断面変形については,フ ランジ部が片持ち板と

して曲げ振動を起こし,そ れによる波動が卓越するよう

すを示 してい る。α=10.0の モー ド分布は, Rayleigh

波 が優越する状態となり自由端部に局在 して波動が伝播

するありさまを示 して い る。 いわゆるCooperlo)の
“Skinwaves"で ある

。

古典理論は,よ く知られているように,低 周波領域以

外で適用は不可能であり,Timoshenkoば りをモデルと

して用いる場合も高周波領域で一定の速度に漸近はする

が,Rayleigh波 速度 と一致せず,ま た,断 面変形を無

視 しているので,周 波数がある程度以上になるとまった

く異なった分散性状を示すようである。

b)　 弱軸回りの曲げ波動(図 一5,9)

第1次 分散曲線は,α=0.075,0.3前 後 でそれぞれ極

大値,極 小値 となり,α>9.0でRayleigh波 速度とな

ることは前 と同様である。 第2,3次 分散曲線もほぼ

α=9.75で せ ん断波速度に漸近する。断面変形のモー ド

は,α=0.1で すでにはり全体としてよりむしろフラン

図一5　弱軸回りの曲げ波動分散曲線

図一6　曲げねじり波動分散曲線

図-7　 縦波動分散曲線
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ジ部またはウェブの薄板の曲げによる影響が波動に卓越

しており,分 散曲線が断面変形に著 しく影響されること

を表わしている。軸方向変位モー ドも,α=0.5ま では

ほぼ平面保持が成立しているものの,や はりαの増加 と

ともに非線形分布となり,Rayleigh波 の状態では, α=

10.0の よ うに端部に局在する形で波動が進むことを示

している。

古典は り理論は強軸回 りの曲げ波動 と同様適用範囲が

低周波領域に限定される。 さらに,Timoshenko ば り

による結果も,高 周波領域で前の場合 と同様に一定速度

(a)　 断面変形モー ド

(b)　 軸方向変位モー ド

(a)　 断面変形モー ド

(b)　 軸方向変位モー ド

(a)　 断面変形モー ド

(b)　 軸方向変位モー ド

図一8　 強軸回 りの曲げ波動のモー ド

図一9　 弱軸 回 りの曲げ波動 のモー ド

図一10　 曲げね じり波動 のモー ド
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(a)　 断面変形 モー ド

(b)　 軸方 向変位 モー ド

に漸近はするが,Rayleigh波 の速度 とは異なった値に

近づき,周 波数が一定値以上になると適用できない。

c)　 曲げねじり波動(図 一6,10)

この場合,前 の2例 と異な り,第1次 分散曲線はSt.-

Venantの ね じり理論 と等 しい値をとる。また, α=0.1,

0.4前 後 でそれぞれ極大値,極 小値を示し,α>9.0 で

はRayleigh波 速度 となる。第2,第3次 分散曲線も

α÷9.75前 後 でせん断波速度に漸近する。モー ド分布か

ら,断 面不変形 を仮定して得られる分散曲線が,本 解析

法による解に対 してよい一致をみるのは,ほ ぼ α=0.1

前後 までである。また,α の増加とともに,フ ランジ部

の薄板の 曲げの影響が 強 く波動に 卓越することがわか

る。さらにαが増加するとRayleigh波 速度に近づき,

波動は断面の自由端部に局在するようになる。

はり理論 の適用 を分散曲線から読み とれ ば, St. -

Venantの ね じり理論は波長無限大の場合のみ有効であ

り,そ りの影響を考慮した曲げねじり理論11)による結果

も高周波領域で無限大となることから適用範囲は低周波

領域に限定されると考えられる。AggarwalとCranch

の理 論2)は,高 周波領域で一定速度に漸近するように工

夫 されているがRayleigh波 速度に一致せず,周 波数が

ある程度以上ではまった く異なったものとなる。

d)　 縦波動(図 一7,11)

この場合,3つ の分散曲線 とも α÷0.1で 音波 より小

さい速度とな り双曲線的な形で速度が減少 し,次 に直線

的に増加する。第1次 分散曲線は α=0.5前 後 で,第2,

第3次 分散曲線 もそれぞれ α=1.0,1.5前 後 で極小値 を

とる。これは,フ ランジの片持ち板の曲げ効果の影響と

考えられる。そして,α の増加 とともに単調に増加 して,

前者はRayleigh波 速度に,後 者2曲 線はせん断波速度

に漸近する。モー ド分布からも α=0.1で の フランジ部

の片持ち板 としての曲げの影響がよくわかる。αの増加

とともに,軸 方向変位モー ドも断面内に複雑な分布を示

すようになる。また,α=10.0の モー ドはRayleigh波

の断面自由端部に波動が局在する状態を示している。

この揚合 も古典はり理論は,低 周波領域のみ適用可能

であることがわかる。

4.　む す び

動的平面応力のつり合い式 と,動 的平板曲げのつり合

い式の基本方程式から導かれた薄板要素の境界断面力と

境界変位の関係式を組み合わせて,薄 肉H形 断面ばりの

固有行列式を導き,波 動の位相速度分散曲線を求めた。

結果を要約すれば,波 動伝播特性はそのはりを構成する

薄板要素の曲げ振動に大きく影響され,特 に最低次分散

曲線については次の3部 分に分けられる。

(1)　 低周波領域では,従 来のはり理論による波動に

支配される。

(2)　 中間部周波数領域では,は りを構成する薄板要

素の曲げ振動による波動に支配 される。

(3)　 高周波領域では自由端部におけるRayleigh波

による波動に支配される。

以上の結果は,薄 肉H形 断面ば りだけでなく,そ の他

の薄肉ばりについてもあてはまると考えられる。本論文

に示 した解析方法は,薄 板要素からなる任意断面ば りに

応用可能であるから,そ の他のは りについてさらに検討

する予定である。薄板要素の 曲げについてはMindlin

Plate12)を 用いれば,さ らに高い周波数領域の位相速度

を検討できるので,こ れを今後の課題としたい。

なお,こ こに述べた解析理論は,特 に面内変形に関し

ては ポテンシャル論 より誘導された 矩形ばりの波動理

論13),ま た,面 外変形については井口により誘導された

理論式14)と一致することを確かめている。

また,数 値計算は,北 海道大学 大型計算機 センター

FACOM230-60,230-75を 用 いて行われたものである。

図一11　 縦 波 動 の モ ー ド
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【付録A】 有限Fourier変 換 および逆変換 7)

関数f(x)が0<x<α でDiricletの 条件を満足

するものとして,こ れの有限Fourier変 換 を次のよう

に表わす と,

( A.1 )

( A.2 )

ただ し

この逆変換は0<x<α でそれぞれ次のように求め

られる。

( A.3 )

( A.4 )

【付 録B】 有 限Fourier変 換 公式

有限Fourier変 換公式はすでに発表されているが,

ここでは,本 論に必要な公式のみを述べる。

( B.1 )

( B.2 )

( B.3 )

( B.4 )

( B.5 )

こ こ で,λi2>0の 場 合,関 数0(η),ξi(η)は 次 の よ

うに表 わ さ れ る 。

( B.6 )

( B.7 )

さ らに,0(η)と ξi(η)は,次 の よ うに関 係 づ け られ る 。

( B.8 )

( B.9 )

ま た,λi2<0の 場 合 は λi2=-λi*2と す る こ とに よ

り,類 似 の公 式 が求 め られ る 。 な お,サ フ ィ ッ クスjの

場 合 に つ い て も,サ フ ィ ッ クスiの 場 合 に順 ず る も の と

す る 。 さ らに,諸 式 の 煩 雑 さ を避 け るた め 次 の よ うな置

き換 え をお こな った 。 す な わ ち

( B.10 )

( B.11 )

( B.12 )

( B.13 )

( B.14 )

( B.15 )

で あ る 。 た だ し,i,j=1,2,3,4で あ る 。

(1975.4.5・ 受 付)


