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The higher order sampling of electron energy distribution function in Monte Carlo simulation (MCS) us-

ing Legendre polynomial and B-spline, called Legendre Polynomial Weighed Sampling (LPWS) developed by 

Ventzek and Kitamori(J. Appl. Phys., vol. 75, pp. 3785-8, 1994; one dimensional), is extended into two (2D) and 
three(3D) dimensional LPWS in this work. The spatio-temporal variations of energy and velocity distri-

butions of electrons are respectively obtained by 2D and 3D LPWS. It is found that energy and velocity 
distributions of electrons obtained here are in excellent agreement with those obtained by conventional sam-

pling method, namely, simple counting of electrons. It is also found that the energy and velocity distributions 
by LPWS give detailed information of electron behaviour in relaxation process and near electrodes and good 
statistics with smaller number of electrons sampled and with wider size of bin than the conventional sampling 

method.
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1.は じ め に

電界下における電子スオームのふるまいを正確に把握す

ることは,気 体放電プラズマの性質を知る上で重要である。

このため,電 子スオームの挙動を表す電子輸送係数が実験,

理論解析およびコンピュータシミュレーションによって求

められている。しかし,全 ての電子輸送係数が電子エネル

ギー分布あるいは速度分布から計算 されることを考えるな

らば,こ れらの分布を詳細に求めることで,電 子スオーム

の挙動を詳細に理解できることになる。

平行平板電極間に一様な電界が印加 されているとき,陰

極から放出された電子スオームのエネルギー(速 度)分 布は,

庵 極間隔が十分に広ければ,印 加電界,封 入ガスの種類お

よびその圧力で決定 される平衡状態に達することが知られ

ている。また,陰 極を出発した電子スオームのエネルギー

分布が平衡状態に達するまでには,緩 和距離および緩和時

間が必要であり,そ の間のエネルギー分布は平衡状態のそ

れ とは異なっていること,お よび,電 極 などの境界近傍で

も電子エネルギー分布は平衡状 態 とは異 なること,も 知 ら

れている。しか し,電 子エ ネルギー分布の この ような変化

を実験で直接測定することはきわめて困難であるとともに,

Boltzmann方 程 式による解析で正確に計算 をすることも難

し く,Monte Carlo simulation (MCS)が しば しば用 いら

れている。

これ まで,MCSに おいて電子エ ネルギ ー分布 を求 める

場合,対 象 とするエネルギ ーの範囲を微小エネルギーΔεの

区間に分割(こ の区間をbinと 呼 ぶ)し,サ ンプ リング さ

れた電子のエ ネルギーの度数分布 を求める方法が用い られ

て きた。このサ ンプ リング方法で詳細な電子エ ネルギー分

布 を得るためには狭いbin幅 で 度数分布 を求め なければな

らず,そ のためサンプ リングされ る電子数を増や し統計変

動 を抑えなければ ならない。 また,そ れがMCSの 計 算時

間増加の要 因の一つ とな っている。

これに対 しVentzek and Kitamori(1)は,1つ のbin内
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における電子 の密度勾配 をLegendre多 項 式で表現する と

ともに,そ れ らをB-splineの 重 みをつけて加算することに

より,少 ないbin数(広 いbin幅)お よび少ない追跡電子数

で も電子エ ネルギ ー分布 を詳細 に求め る方法 を提案 した。

Ventzekら は,こ のサ ンプ リング方法 をLPWS (Legendre 

Polynomial Weighted Sampling)と 呼 び,0～80eVの 範

囲を4, 8お よび16に 分 割 したbinで エ ネルギー分布 をサ

ンプ リング し,bin数 に よらずほぼ同 じ形状の分布が得 ら

れ ることを報告 してい る。ここで用い られ たbin数 は,従

来の方法でエネルギ ー分布 を求める場合の1/10あ るいはそ

れ以下であ り,使 用 メモ リの節約になっている。また,bin

数が 少 ない分だけ追跡す る電子数 を減 らすことも可能であ

り,計 算時間の短縮 も可能 と考え られる。

本研究 は,Ventzekら が 提案 したエ ネルギ ーに関す る1

次 元のLPWSを 発 展 させ,エ ネルギー と電極間の位置 に

関する2次 元,お よび,電 界方向の速度,電 界 と垂直方向

の速度お よび 位置に関す る3次 元のLPWSを 開発 し,エ

ネルギー分布 および速度分布の空間的変化 を詳細かつ効率

よ く求め ることを自的 とす る。

1次 元のLPWSで 必 要とされるbin数 が 従来のサンプ リ

ングの1/10程 度 になると,2次 元 お よび3次 元のサンプ リ

ングで使用 されるbin数 は それぞれ1/100お よび1/1000

程 度で済むことにな り,大 幅なメモ リ使用量の節約になると

考え られ る。同時に,bin数 が 少ないので追跡電子数を減 ら

して も統計変動の影響は現れ に くい と考 えられ,計 算時 間

の短縮 も可能 と考 えられ る。また,3次 元 のLPWSをDate

ら(2)が 用 いたRFグ ロ ー放電プ ラズマのMonte Carloシ

ミュレーシ ョンとカ ップ リングす ることに より,電 子速度

分布 を詳細かつ滑 らかに表現可能 とな り,シ ミュレーシ ョ

ンの精度の向上にも寄与すると考え られる。

本論文では,2次 元お よび3次 元のLPWSの 方 法につい

て示す とともに,そ れ を用いて求め られた電子エ ネルギ ー

分布お よび電子速度分布の空 間変化の結果について述べ る。

2.サ ンプ リン グ方法

ここで は,MCSに お ける従来の電子エネルギ ー分布の

サンプ リング方法 とVentzekら に よ り示 された1次 元の

LPWSに つ いて示す とともに,本 研究 において開発 した2

次 元お よび3次 元のLPWSに つ いて述べ る。

<2・1> 従 来 のサ ンプ リング方法(3) 電 子 エ ネルギー

分布のサ ンプ リング範 囲をεmin～εmaxと し,そ れ をn分

割 した各bin(Δ ε=(εmax-εmin)/n)内 に入 る電子数 に

よ り分布の形状が決定 され る。サンプ リング され た電子の

エ ネルギーεがεi-1~<ε<εiの 範囲にあれば,i番 目のbin

の 度 数がNi=Ni+1に よ りインク リメン トされ る。全て

の電子がサ ンプ リング された後,(1)式 に より規格化 され,

エ ネルギー分布が得 られ る。

こ こ で,i=1, 2, 3,…n,NTは サ ン プ リ ン グ さ れ た 全 電 子

数であり,NT=nΣi=1Niで 与えられる。

<2・2> 1次 元 のLPWS(1) Ventzekら の 提案 した

LPWSは,電 子エネルギー分布 をサ ンプ リングす るための

各bin内 におけ る数密度分布 をLegendre多 項 式 を用いて

表現す ることと,B-spline (local support)に よる重み付け

か らなる。文献(1)中 のFig.1に 示 され ている ように区間

εi-2～ εi+1を1つ のbinと み な し,そ の 中の数密度分布

を(2)式 のLegendre多 項 式 の3項Bま で を考慮 して表現

する。ここで,εはサンプリングれた電子のェネルギー,

で ある。同様なサンプ リング方法で,区 間をず らして(た だ

し区間εi～ εi+1では重複す る)求 め られたエネルギ ー分布

fB(ε)お よびfC(ε)を,(3)式 の ようにB-splineを 用 いて

重 み付 けす ることに より,少 ないサ ンプ リング電子数かつ

広 いbin幅 で,詳 細かつ統計 変動 の少 ない電子エ ネルギー

分布が 求め られ る。

ここで,xは,εiで0,εi+1で1の 値を とる変数で ある。

Ventzekら は,B-splineの 次 数 を2次 に固定 しているた

め(3)式 の 表現 となるが,B-splineの 次 数の変化 を考慮し

一般 的な形で表現すると
,電 子エ ネルギ ー分布 は

となる。ここで,mはB-splineの 次 数,Fi(ε)=P0(X)f0(ε)

+P1(X)f1(ε)+P2(X)f2(ε)+… お よびTi(ε)は,そ れぞ

れbin内 に おいてLegendre多 項 式で表現 され た電子エ ネ

ルギー分布およびB-splineで あ る。なお,Fi(ε)をTi(ε)の

係数 とみなす と,(4)式 はB-splineを 用 いたspline関 数 の

形(4)と な っている。
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エネルギー分布の高次のサンプ リング

<2・3> 2次 元 および3次 元 のLPWS 電 子 エネル

ギー分布 関数 の放 電空間内の位 置zに 対す る変化 ,す なわ

ち,f(ε,z)をLPWSで 行 うためには,(3)あ るいは(4)式

を2次 元 に拡張 しなければ ならない。

Ni(x)お よ びNj(y)を そ れ ぞ れxお よびy方 向 の

m次 のB-splineと す る と,2次 元 の 基 底 関 数 は ,積

Ni(x) Nj(y), (i=1, 2,…,m+1, j=1, 2,…,m+1)

で表 され,2次 元 のspline関 数S(x, y)は,

と表 される(4)。 こ こで,Cijは 係 数である。

本研 究で は,spline関 数 の この 性質 をLPWSに も適

用 し,エ ネルギ ーに 関す るB-spline Ti(ε)と 電 界 方向の

位置zに 関す るB-spline Uj(z)の 積 で基底関数 を作 る と

ともに,係 数には(2)式 で 求め たエ ネルギーの変化F(ε)

と,同 様 に求 め られ るz方 向の電子数密度の変化G(z)=

P0(x′)g0(z)+P1(x′) g1(z)+P2(x′) g2(z)+… の 積を用い,

次 式でf(ε, z)を 表 現する。

なお,x′=2{z-(zi+1+zi-2)/2}/(zi+1-zi-2)で あ り,

P0(X′), P1(X′), P2(X′),… お よびg0(z), g1(z), g2(z)…

は,(2)式 の場 合と同様 に求め られ る。

電子ス オームのふる まいを さらに詳細 に表現するため に

は,速 度分布関数f(vz, vr, z)を 求 める ことが必要 となる。

ここで,vzお よびvrは そ れぞれ 電界方向 お よび 電界 と垂

直な方向の速度で ある。このサ ンプ リングで は,3次 元 の

LPWSを 行 うことにな り,1次 元 か ら2次 元へ拡張 した場

合と同様な方法を用い(7)式 を得 る。

ここで,Qi(vz)お よびVi(vz)は,そ れぞ れbin内 におけ

る電界方向の速度の変化 をLegendre多 項 式で表 したもの

および 同一bin内 に おけ るB-splineで あ り,Rj(vr)お よ

びWj(vr)は,そ れぞれbin内 に おける電界 と垂直方向の

速度の変化をLegendre多 項 式で表 した ものお よび 同一bin

内におけるB-splineで あ る。

3. 計算結果および考察

本研究では,代 表的なエ ッチングガスであるCF4ガ スを

対象として,MCSを 用いて電子群のふるまいをシミュレー

トし,LPWSに より電子エネルギーおよび速度分布をサン

プリングするとともに,従 来の方法でサンプリングした結果

と比較,検 討した。ガス温度は0℃ とし,換 算電界E/Nは

400Td一 定 とした。電極は電子の完全吸収壁 と仮定 し,陰

極か ら放 出され る光電子のエ ネルギー分布 は平均値が1eV

のMaxwell分 布 とした。なお,CF4ガ スの電子衝突断面積

には,Itohら の セ ット(5)を用 いた。

図1は,Legendre多 項式 を5項 まで考慮 し,B-spline

の 次 数 を1次 として1次 元 のLPWSで 求 めた平衡状態の

PT (Pulsed Townsend)実 験 の電子エネルギ ー分布 を,従

来の方法でサンプ リングした結果 と合わせて示す。なお,ガ

ス圧は1Torrで あ る。LPWSの 結 果 を破線,従 来の方法

(Standard method)に よる結果をヒス トグラムで示 してい

るが,両 者は非常に よく一致してお り,LPWSの 結 果の妥

当性が確認で きる。 また,従 来の方法では,0～30eVを

200個 のbinに 分 割 してエネルギ ー分布 を表現 しているの

に対 し,LPWSで は12個 のbinに 区切 っただけで も滑 ら

かかつ詳細に分布の特性 を表現 してお り,こ の方法 の有用

性が わかる。

図2は,ガ ス圧1 Torrに お いて陰極(z=0cm)か ら放 出

された電子スオームが陽極(z=1cm)に 到 達する問のエ ネル

ギー分布の変化をSST (Steady State Townsend)法 に した

が った2次 元のLPWSで 求 めた結果で ある。 このLPWS

で は,エ ネルギ ーお よび位 置zに つ いて それぞれ20個 の

binを 使 用 し,Legendre多 項 式 は5項 まで考慮す る とと

もに,1次 のB-splineを 用 いている。陰極 を出発 した低エ

ネルギーの電子が電界で加速 され るとともに非弾性衝突に

よってエ ネルギーを失 った電子 の分布が低エネルギ ー部 に

現れ る様子,す なわち緩和過程が示 され,そ の後,電 離 に

より電子数が 増加 し,電 極で電子が吸収 されるため 陽極付

近で電子数が急に減少 している様子が示 されている。また,

陰極か ら放出 され衝突 を経験 しない電子は,ε=141zの 直

線 に沿ってエ ネルギ ーを増加 させていることか ら,電 界 に

よる加速の計算お よびエ ネルギー と位置に関するLPWSが

図1 平衡状態におけるPT実 験の

電子エネルギー分布

Fig. 1. Electron energy distributions of Pulsed 

Townsend experiment at equilibrium.
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図2 電 子 エネルギ ー分布の空間変化f(ε,z)

Fig. 2. Spatial variation of electron energy distri-

bution f (ƒÃ,z).

正 し く行われていることが確認で きる。このよ うに,2次

元 のLPWSを 用 いる と,少 ないbin数 で もエネルギー分布

の空間変化 を連続かつ詳細 にとらえることが可能であ る。

図3 (a)お よび(b)は,図2の 結果か ら陰極および陽極近

傍 の電子エ ネルギー分布の変化 を抽出して規格化し,従 来

の方法で得 られた結果と比較 した ものであ る。陰極近傍で

電子エ ネルギー分布が大 きく変化しているに も関わ らず,2

次 元 のLPWSの 結 果 とヒス トグラムで示 されて いる従来

の方法で得 られた結 果は非常に よ く一致 していることがわ

かる。また,電 極で電子が吸収 されるため,陽 極近傍では

拡散 によって電界方向,す なわち陽極か ら陰極へ 向か って

飛行す る低エ ネルギ ーの電子の割合が減少 し,分 布が高エ

ネルギ ー側ヘシ フ トする様子が示 され てお り,こ こで も両

者 は非常 によ く一致 している。これらの点か らも,本 研究

で 開発 した2次 元のLPWSの 妥 当性が確認で きる。

2次 元のLPWSで は,任 意の位置におけるエ ネルギ ー分

布 を容易に表現で きるため,さ らに電極に近い位置での変

化,ま たは,エ ネルギ ー分布の さらに細かな位置的変化 も

知 ることがで き,電 子 スオームのふるまい を詳細 に知 る上

で非常 に有用な方法 と考え られる。

図4 (a)お よび(b)は,ガ ス圧0.1 Torrに おけ る電子速

度分布f(vz, vr, z)を3次 元 のLPWSで 求 めた結果を,そ

れぞれvolume renderingお よびcontour plotで 可視化 し

た もので ある。なお,B-splineの 次 数は1次 で,Legendre

多 項 式は8項 目まで考慮 している。これ らの結果から,陰

極付近で速度分布が半円状に広が ってお り電子は電界で加

速 され るとともに弾性衝突で等方的に散乱されていること,

z=1.4cmで は非弾性衝突でエネルギー を失 った電子群が

低エネルギ ー部 に現れている こと,z=2.8～4.2cm付 近

では分布の形状があ まり変化 していない ことか ら速度分布

が ほぼ 平衡状態 にあ ること,陽 極付近では電界方向(-vz)

を もつ電子 の割合が減少 していること,な どを知ることが

できる。また,f(vz, vr, z)を(a)図 のように可視化するこ

とにより,速 度分布の変化を連続的に知ることが可能であ

り,電 子スオーム進展の全体像を把握する際に効果的であ

ると考えられる。

図5 (a)～(f)は,3次 元のLPWSで 得られた速度分布か

ら図4 (b)に 示した位置の中の6点 についてf(vz, vr)を 抽

出して示したものである。(a)お よび(b)図 では電子の速度

は半円状に広がっているが,分 布のピークはわずかに電界

と反対(＋vz)方 向に偏っていること,(c)図 では8eVに 相

当する速度付近で分布の形状が大きく変化してお り,こ の

エネルギーにある振動励起断面積のピークが影響している

こと,(f)図 では電極の影響により-vz方 向へ飛行する電子

のうちvrの 値が小 さい電子が減少していることや,ほ ぼ平

衡状態にある(d)お よび(e)の 分布 よりもピークが+vz方

向へ移っていること,等 がわかる。

図6は3次 元のLPWSの 結果か ら電界方向の速度分布f(vz

, z)の 位置による変化を求め,従 来のサンプ リング方

法で得られた結果と比較したものであ り,実 線がLPWS,

ヒス トグラムが従来の方法で得られた結果である。陽極か

図3 電 極 近傍の電子エネルギー分布f(ε, z)

Fig. 3. Spatial variation of electron energy distri-

bution f (ƒÃ, z) near electrodes.
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図4 3D LPWSで 得 られ た電子速度分布f(vz, vr, z)

Fig. 4. Electron velocity distributions f(vz, vr, z) obtained by 3D LPWS.

図5 各 位 置におけ る電子速度分布f(vz, vr)

Fig. 5. Electron velocity distributions f(vz, vr) at z=0.1, 0.7, 1.4, 3.5, 4.2 and 4.9cm.

ら1/100cmの 位 置 の結果 において,vzが 負の 範囲でわず

かな違 い見 られ るが,そ の他 は きわめて よ く一致 し,こ の

方法の妥当性が 確認で きる。

この結 果を得 るために,従 来のサ ンプ リング方法で は,

100(vz)×100(vr)×100(z)のbin数 が 必 要で,本 学情報

メデ ィア教育セ ンターの コンピュータFujitsu AP3000で

4.2 時 間のCPU Timeを 要 したのに対 し,3次 元 のLPWS

を用 いた場合では,20(vz)×20(vr)×20(z)のbin数 と 同

コンピュータで1.6時 間 のCPU Timeで 計 算が可能であっ

た。したが って,本 研究で開発 した3次 元 のLPWSで は,

計算時 間の飛躍的な短縮はで きなか ったが,使 用 メモ リの

節約 とMCSの 計 算時間の短縮 のため に有効な方法である
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図6 陽極近傍の電子速度分布の比較

Fig. 6. Comparison of electron velocity distribu-

tions obtained by 3D LPWS and standard sampling 

near the anode.

ことがわかった。

本研究で開発したHigher order samplingで は,B-spline

の重み付けを行って分布を重ね合わせているため,従 来の

MCSよ りも少ない追跡電子数で計算を行っても,エ ネル、

ギーあるいは速度分布における統計変動の影響を非常に小

さく抑えることが可能である。しかし,bin内 にカウント

される電子数が極端に少ない場合には,統 計変動の影響に

よりbinの 境界を挟んで分布が大きく湾曲する傾向を示す。

したがって,計 算の精度および信頼性を高めるためには,こ

の点に基づいて追跡電子数(試 行回数)の 過不足を判断する

ことが必要である。

4. ま と め

本研究では,2次 元および3次 元のLPWSを 開発し,そ

れをMCSに 組み込んで電子のエネルギーおよび速度分布

をサンプ リングした。得られた結果を以下に要約する。

(1) 2次 元および3次 元のLPWSに よりそれぞれ求

められた電極間における電子エネルギー分布f(ε, z)

および電子速度分布f(vz, vr, z)は,従 来の方法で求

められたものと非常によく一致し,本 研究で開発し

た手法の妥当性が確認できた。

(2) 2次 元および3次 元のLPWSで は,電 子エネル

ギー分布および速度分布の空間的変化を連続的にと

らえることが可能であるため,従 来の手法よりも電

子のふるまいを詳細に把握できる。また,任 意の位

置のエネルギーあるいは速度分布を求めることが可

能であ り,電 極に極めて近い位置の分布 も容易に求

めることができる。

(3) LPWSで は従来のサンプリング方法よりも少ない

bin数 および電子数でも詳細な分布を得られること

から,使 用メモリの節約やCPU時 間の短縮化が可能

とな り,MCSの 高速化に有効な方法と考えられる。

(4) LPWSの 結果を可視化技術を用いて処理すること

により,電 子スオームの進展過程を連続的でこれま

でよりも理解しやすい形で表現できる。

最後に,本 研究を進めるにあた り多 くの貴重なご助言を

下さった北海道工業大学北守一隆教授および米国Motorola

社Peter L. G. Ventzek博 士に感謝を申し上げます。

(平成11年6月30日 受付,同11年11月10日 再受付)
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