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Abstract: In this paper, we derive two equations to calculate averages of certainty and coverage of decision
rules in variable precision rough set (for short, VPRS) models proposed by Ziarko. VPRS is an extension
of Pawlak’s rough set theory, and it provides a theoretical basis to treat inconsistent or probabilistic
information in the framework of rough sets. Many kinds of attribute reduction in VPRS have also been
proposed, however, studies of evaluation criteria of reducts in VPRS have not been widely investigated as
far as we know. On the other hand, the authors have proposed an evaluation criterion of relative reducts
in Pawlak’s rough set by using averages of coverage of decision rules constructed from relative reducts.
Thus, we intend that the derived two equations in the paper are basis to apply the authors’ evaluation
criterion of relative reducts to many kinds of reducts in VPRS, and the derived equations also include the
similar equations in the case of Pawlak’s rough set that the authors have proposed.

1 はじめに

Pawlakが提唱したラフ集合 (rough set) [6, 7]は，カ
テゴリカルなデータに対する近似および規則性の抽出

に関する数学的な基礎概念を与えている．特に，ラフ集

合による規則性の抽出に関しては，データを正しく分類

するために最小限必要となる項目の集合 (相対縮約) お
よびデータに含まれる if-then形式のルール (決定ルー
ル)の抽出について，理論と応用の両面から幅広く研究
が進められている (詳細は例えば [5])．その一例として，
著者らは相対縮約から得られたすべての決定ルールに

おける被覆度の平均値を用いて，相対縮約を評価する手

法を提案している [4]．

また，Ziarko が提案した可変精度ラフ集合モデル
(variable precision rough set model) [8] は，ラフ集合
における近似の定義を緩め，矛盾を含む情報をラフ集合

の枠組みで扱う基礎的な手法を与えている．可変精度

ラフ集合モデルにおける縮約の定義に関しては，下近

似による近似の質を保存する縮約 [1]，下近似の構造を
保存する縮約 [2]など多様な提案がなされている．しか
し，これら多様な縮約に対する評価手法に関する研究

は，あまり行われていない．

本研究では，可変精度ラフ集合モデルにおける各種の

縮約に対する評価尺度の構築を目指し，その基礎とし

て，可変精度ラフ集合モデルにおける決定ルールの確信

度および被覆度の平均値に関する性質について考察す

る．具体的には，予め設定した精度 β (0 ≤ β < 0.5)の
下で，任意の空でない条件属性集合および決定属性集

合から得られる，確信度が β より大きいすべての決定

ルールの確信度の平均値および被覆度の平均値に関す

る性質を導出する．

2 ラフ集合
本節ではラフ集合に関する基礎的な内容について概

説する．なお，本節の内容は文献 [2, 3]に基づく.

2.1 情報表と識別不能関係

ラフ集合によるデータ解析では，一般的に，複数の属

性とその値の組として表されるカテゴリカルなデータ

を対象とする. このようなデータは以下の 4項組で定義
される決定表 (decision table)として表される．

(U,C ∪ D, V, ρ),

ここで，U は対象の空でない有限集合，C は条件属性

の空でない有限集合，D は決定属性の空でない有限集

合であり，C ∩ D = ∅とする．すべての属性の集合を
AT

def= C ∪Dと表す．V は各属性 a ∈ AT の値の集合，

ρ : U × AT → V は対象 xの属性 aでの値 ρ(x, a) ∈ V

を表す関数である.
属性の任意の部分集合 A ⊆ AT に対して，U 上の関

係 RA を次式で定義する．

xRAy
def⇐⇒

すべての a ∈ Aに対して

ρ(x, a) = ρ(y, a).
(1)
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表 1: 決定表の例
U c1 c2 c3 c4 c5 c6 d

x1 1 1 1 1 1 2 1
x2 2 2 1 1 1 2 1
x3 2 3 2 1 2 1 2
x4 2 2 2 2 2 1 2
x5 2 2 3 1 1 2 1
x6 1 2 1 1 2 2 3

関係 RA が同値関係となることは容易に確かめられる.
RA による xの同値類 [x]A は，Aに含まれるどの属性

についても xと区別できない対象の集合となる. このよ
うな関係RAを識別不能関係 (indiscernibility relation)
と呼ぶ. 決定属性集合 Dに基づく識別不能関係はサン

プルの全体集合の分割 D = {D1, · · · , Dm}を与え，各
Di は決定クラス (decision class)と呼ばれる．
各決定クラス Di に対して，識別不能関係 RA によ

る下近似 (lower approximation) A(Di) および上近似
(upper approximation) A(Di) をそれぞれ以下の通り
定義する．

A(Di)
def= {x ∈ U | [x]A ⊆ Di},　 (2)

　A(Di)
def= {x ∈ U | [x]A ∩ Di ̸= ∅}. (3)

識別不能関係 RA の定義より，Di の下近似 A(Di)は，
Aに含まれる属性の値によって，確実にDiに分類され

る対象の集合となる．これに対して，上近似 A(Di)は
Diに分類される可能性がある対象の集合となる．すべ

ての決定クラス Di に対して C(Di) = Di = C(Di) と
なる決定表を無矛盾な決定表と呼び，そうでない決定表

を矛盾を含む決定表と呼ぶ．

例 1 決定表の例を表 1に示す．表 1は議論の対象とな
る要素の集合 U = {x1, · · · , x6}, 条件属性集合 C =
{c1, · · · , c6} 決定属性集合 D = {d} などで構成され，
ρ(xi, d) = iとなる要素の集合を決定クラス Di とする

と，3個の決定クラス D1 = {x1, x2, x5} および D2 =
{x3, x4}，D3 = {x6} が得られる．

2.2 決定ルールとその評価指標

本稿では条件属性集合B ⊆ C および決定属性の集合

D，対象 x ∈ U から得られる決定ルールを

(B, x) → (D, x)

と表す．決定ルールの評価指標として，以下の確信度

Cer((B, x) → (D, x)) def=
|[x]B ∩ Di|

|[x]B |
(4)

および被覆度

Cov((B, x) → (D, x)) def=
|[x]B ∩ Di|

|Di|
(5)

を用いる．ここで，|X|は集合X の要素の個数である．

また，集合Diは対象 x ∈ U が含まれる決定クラスであ

る．確信度は決定ルールの正確さを，被覆度は決定ルー

ルの一般性を表す指標である．なお，被覆度は C.I.値
とも呼ばれる．

例 2 表 1において，B = {c2, c3}およびD = {d}，対
象 x1 から構成される決定ルール (B, x1) → (D,x1)は

(c2 = 1) ∧ (c3 = 1) → (d = 1)

となり，確信度は 1，被覆度は 1
3 である．

2.3 相対縮約

データから規則性を見出す観点から，できるだけ少な

い属性数で，条件属性 C をすべて用いた識別不能関係

RC による分類と同等な分類を与え，すべての決定クラ

スを近似できることが望ましい．そのような性質を満た

す条件属性の集合 A ⊆ C を相対縮約と呼ぶ．形式的に

は，分割Dの C に関する相対縮約 (relative reduct)と
は，すべての決定クラスDi ∈ D (i = 1, · · · ,m)に対し
て以下の 2条件を満たす条件属性の部分集合 A ⊆ C で

ある．

1. A(Di) = C(Di).
2. 任意の B ⊂ Aに対して B(Di) ̸= C(Di).

ここで，B ⊂ Aは集合Bが集合Aの真部分集合である

ことを意味する．

条件 1は，相対縮約 Aに基づく下近似が，すべての

条件属性 C を用いた場合の下近似と一致することを要

請している．条件 2は，Aに含まれる属性を 1つでも
取り除くと，C を用いた下近似と一致しなくなること

を要請している．これらの条件より，相対縮約は，条件

属性 C と同等な分類を与える必要最小限の属性集合と

なる．

例 3 表 1には以下の 7種類の相対縮約が存在する:
1: {c1, c5}, 2: {c3, c5}, 3: {c5, c6}, 4: {c1, c2, c3},
5: {c1, c2, c4}, 6: {c1, c2, c6}, 7: {c2, c4, c5}.

2.4 可変精度ラフ集合モデル

可変精度ラフ集合モデルは，Pawlakによる近似の定
義を緩め，矛盾を含む情報および例外を含むルールなど

をラフ集合の枠組みで扱う基礎的な手法を与えるモデ

ルである．
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決定表 (U,C ∪ D, V, ρ)が与えられているとする．任
意の部分集合X,Y ⊆ U に対して，誤判別度 c(X,Y )を
以下の式で定義する．

c(X,Y ) def=





1 − |X ∩ Y |
|X|

, |X| > 0のとき,

0, それ以外.
(6)

誤判別度 c(X,Y )は，Xのすべての要素をY に分類した

場合に生じる誤分類の割合を表す．誤判別度 c(X, Y )を
用いると，Xが Y に完全に包含されるのは c(X,Y ) = 0
のとき，かつそのときのみであることがわかる．

X ⊆ Y ⇐⇒ c(X, Y ) = 0. (7)

よって，許容する誤分類の度合いを表す精度 (precision)
β (0 ≤ β < 0.5) を用いることで，包含関係を以下のよ
うに拡張することができる．

X
β

⊆ Y
def⇐⇒ c(X, Y ) ≤ β. (8)

RA を集合 A ⊆ C に基づく識別不能関係，U/RA を

RA による同値類の集合とする．決定クラス Di の RA

によるβ-下近似 (β-lower approximation) Aβ(Di)およ
び β-上近似 (β-upper approximation) Aβ(Di)をそれ
ぞれ以下の通り定義する.

Aβ(Di)
def=

⋃
{[x]A ∈ U/RA | [x]A

β

⊆ Di} (9)

= {x ∈ U | c([x]A, Di) ≤ β}, (10)

Aβ(Di)
def= {x ∈ U | c([x]A, Di) < 1 − β}. (11)

Pawlakによる下近似および上近似の定義は，この定義
における β = 0の場合に相当する．よって，可変精度
ラフ集合モデルは Pawlakによるラフ集合の拡張と見な
すことができる．

3 同値類による分割に基づく相対縮約の評価
本節では，著者ら [4]による同値類による分割を用い

た相対縮約の評価手法について概説する．相対縮約の

評価の方針として，「粗い」分割を与える相対縮約ほど

高く評価する．分割を用いた相対縮約の評価手法では，

相対縮約から得られる決定ルールに対する評価基準を

用いて，相対縮約の評価を行う．

まず，条件属性集合B ⊆ Cに基づく識別不能関係RB

による同値類 [x]B に対して，以下の集合を定義する:

Dec([x]B) def= {Di ∈ U/RD | Di ∩ [x]B ̸= ∅}. (12)

集合 Dec([x]B)は，決定表から抽出できる決定ルール
において，式 (B, x)を条件部に持つ決定ルールの結論

部に対応する．よって，すべての同値類 [x]B に対して
集合Dec([x]B)を求め，その要素の個数を合計した値

NR
def=

∑

[x]B∈U/RB

|Dec([x]B)| (13)

は，条件属性集合Bおよび決定属性集合Dから得られ

る決定ルールの総数となる．BおよびDから得られる

決定ルールの確信度および被覆度の平均値について以

下の定理が得られる [4]．

定理 1 与えられた決定表における，任意の空でない条

件属性集合B ⊆ Cおよび決定属性集合Dに対して，属

性集合 B から得られるすべての決定ルール (B, x) →
(D, x) (∀x ∈ U) の確信度の平均値 ACer(B)は次式で
求められる:

ACer(B) =
|U/RB |

NR
. (14)

また，被覆度の平均値ACov(B)は次式で求められる:

ACov(B) =
|U/RD|

NR
. (15)

定理 1で条件属性集合として相対縮約を用いると，無
矛盾な決定表の場合，確信度の平均値はどの相対縮約で

も 1となる．一方，被覆度の平均値は，相対縮約を用い
て構成された分割に含まれる同値類の個数が少ない (分
割が「粗い」)ほど，高い値を取る．以上より，相対縮
約から得られる決定ルールの被覆度の平均値を，その相

対縮約の評価値として用いる．

例 4 表 1の相対縮約 {c1, c5}からは以下の 4個の決定
ルールが得られる:

• (c1 = 1)∧ (c5 = 1) → (d = 1), 確信度 1, 被覆度 1
3 ,

• (c1 = 2)∧ (c5 = 1) → (d = 1), 確信度 1, 被覆度 2
3 ,

• (c1 = 2) ∧ (c5 = 2) → (d = 2), 確信度 1, 被覆度 1,

• (c1 = 1) ∧ (c5 = 2) → (d = 3), 確信度 1, 被覆度 1.

確信度の平均値は (1 + 1 + 1 + 1)/4 = 1となり，定理 1
による「同値類の個数/決定ルールの個数」の値と一致
する．また，被覆度の平均値は ( 1

3 + 2
3 + 1 + 1)/4 = 3

4

となり，定理 1による「決定クラスの個数/決定ルール
の個数」の値と一致する．以上より，相対縮約 {c1, c5}
の評価値は 3

4 である．すべての相対縮約について確信

度および被覆度の平均値を求めた結果を表 2に示す．こ
の結果より，相対縮約 {c5, c6}が最も「粗い」分割を与
える相対縮約と見なされる．実際に，{c5, c6}から得ら
れる分割は，決定属性集合 D による分割 (決定クラス
の集合) U/RD と一致する．
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表 2: 相対縮約から得られる決定ルールの確信度および
被覆度の平均値
相対縮約 確信度の平均値 被覆度の平均値

{c1, c5} 1 0.75

{c3, c5} 1 0.75

{c5, c6} 1 1

{c1, c2, c3} 1 0.5

{c1, c2, c4} 1 0.6

{c1, c2, c6} 1 0.6

{c2, c4, c5} 1 0.6

4 可変精度ラフ集合モデルにおける確信度お
よび被覆度の平均値に関する性質

本節では，前節で述べた Pawlakラフ集合における確
信度および被覆度の平均値に関する性質を，可変精度ラ

フ集合モデルに拡張することを試みる．

4.1 問題設定

式 (12)が示すように，著者らは Pawlakラフ集合に
おいて決定ルール (B, x) → (D, x)が決定表から抽出可
能であることを，

確信度が 0より大きい⇔ x ∈ B(Di)

と設定した．β-上近似の定義より以下の性質:

x ∈ Bβ(Di) ⇐⇒ |[x]B ∩ Di|
|[x]B |

> β

が成り立つことに注意すると，可変精度ラフ集合モデル

において，精度 β の下で式 (B, x)を条件部に持つ抽出
可能な決定ルールは，「確信度が β より大きい決定ルー

ル」に相当する．以上より，可変精度ラフ集合モデルに

おいて前述の定理 1に相当する性質を導くことは，以
下の問題を解くことに帰着させることができる．¨ ¥

§ ¦

問題 与えられた決定表および精度 β (0 ≤ β <

0.5)の元で，空でない条件属性集合B ⊆ C および

決定属性集合Dから得られる，確信度が βより大

きいすべての決定ルールの確信度および被覆度の

平均値を求めよ．

4.2 定理 1の可変精度ラフ集合モデルへの拡張

定理 1で示した確信度および被覆度の平均値に関す
る性質は，以下の性質が成り立つことに依拠している．

命題 1 与えられた決定表における，任意の空でない条

件属性集合B ⊆ C および決定属性集合D，対象 x ∈ U

に対して以下の性質が成り立つ:

• すべての y ∈ [x]B に対して，決定ルール (B, y) →
(D, y) の確信度の和は 1になる．

• すべての z ∈ [x]D に対して，決定ルール (B, z) →
(D, z) の被覆度の和は 1になる．

しかし，上述の問題設定の下で精度が βより大きいルー

ルに限定すると，同様の性質は一般的に成り立たない．

例 5 表 1において条件属性集合 B = {c3}および決定
属性集合 D = {d}，対象 x6 から [x6]B = {x1, x2, x6}
および [x6]D = {x6} を得るが，精度 β = 1

3 とすると以

下の 2個のルール

• (c3 = 1) → (d = 1), 確信度 2
3 , 被覆度 2

3

(x1, x2 に対応),

• (c3 = 1) → (d = 3),確信度 1
3 ,被覆度 1 (x6に対応)

ではなく，x1, x2 に対応するルールしか抽出されない

ため，式 (c3 = 1)を条件部とする決定ルールの確信度
の総和は 1にならない．同様に，式 (d = 3)を結論部と
する決定ルールの被覆度の総和も 1にならない．

以上の例より，可変精度ラフ集合モデルにおいて決定

ルールの確信度および被覆度の平均値を考慮する場合

は，Pawlakラフ集合の場合と比較して，抽出可能な決
定ルールの個数の減少および確信度，被覆度の総和の減

少を考慮する必要がある．そのため，これらに対してそ

れぞれ減少の程度を表す係数を導入する．

まず，条件属性集合B ⊆ Cに基づく識別不能関係RB

による同値類 [x]B に対して，以下の集合を定義する:

Decβ([x]B) def=
{

Di ∈ U/RD
|[x]B ∩ Di|

|[x]B |
> β

}
.

(16)
集合Decβ([x]B)は，式 (B, x)を条件部に持ち，かつ確
信度が β より大きい決定ルールの結論部に対応する．

集合Decβ([x]B)および式 (12)を用いて，決定ルール
の個数の減少を表す係数 LR を以下の通り定義する:

LR
def=

∑

[x]B∈U/RB

|Dec([x]B) − Decβ([x]B)|. (17)

式 (12)および式 (16)より明らかに

Decβ([x]B) ⊆ Dec([x]B), ∀[x]B ∈ U/RB

が成り立つため，NR ≥ LR を得る．ここで，NR は式

(13)で定義される値であり，条件属性集合 B および決

定属性集合Dから得られる確信度が 0より大きい決定
ルールの総数である．
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例 5における対象 x6のように，精度 βの下では，空

でない条件属性集合Bおよび決定属性集合Dを用いて

対応する決定ルールを抽出することができない対象の

集合を，次式で定義する:

DC(B, D) def={
y ∈ U

∀[x]B ∈ U/RB ,

Di ∈ Decβ([x]B) ⇒ y ̸∈ Di

}
.

(18)

集合DC(B, D)は，確信度が β より大きいいかなる

決定ルールにおいても，該当する結論部が存在しない対

象の集まりである．この定義より，y ∈ DC(B, D)であ
る対象 yについて，決定ルール (B, y) → (D, y)の確信
度は β以下となるため，この決定ルールは 4.1節で述べ
た問題設定では対象外となる．よって，確信度および被

覆度の総和を計算する際に，このようなルールの確信度

および被覆度は除外する必要があるため，これらの総和

をそれぞれ確信度の減少を表す係数 LCer および被覆度

の減少を表す係数 LCov として以下の通り定義する:

LCer
def=

∑

[y]B∈X

∑

[y]D∈Y

Cer((B, y) → (D, y))(19)

=
∑

[y]B∈X

∑

[y]D∈Y

|[y]B ∩ [y]D|
|[y]B |

(20)

=
∑

[x]B∈U/RB

|[x]B ∩ DC(B,D)|
|[x]B |

. (21)

ここで，集合 X def= {[y]B ∈ U/RB | y ∈ DC(B, D)} は
除外する必要がある決定ルールの条件部に対応する同値

類の集合，集合 Y def= {[y]D ∈ U/RD | y ∈ DC(B, D)}
は除外する必要がある決定ルールの結論部に対応する

同値類の集合をそれぞれ表す．

LCov
def=

∑

[y]B∈X

∑

[y]D∈Y

Cov((B, y) → (D, y))(22)

=
∑

[y]B∈X

∑

[y]D∈Y

|[y]B ∩ [y]D|
|[y]D|

(23)

=
∑

Di∈U/RD

|Di ∩ DC(B, D)|
|Di|

. (24)

以上の議論をまとめると，以下の定理を得る．

定理 2 与えられた決定表および精度 β (0 ≤ β < 0.5)
に対して，任意の空でない条件属性集合 B ⊆ C および

決定属性集合Dから得られる，確信度が βより大きい

すべての決定ルール (B, x) → (D, x) の確信度の平均値
ACerβ(B)は次式で求められる:

ACerβ(B) =





|U/RB | − LCer

NR − LR
, if NR ̸= LR,

0, otherwise.
(25)

また，被覆度の平均値ACovβ(B)は次式で求められる:

ACovβ(B) =





|U/RD| − LCov

NR − LR
, if NR ̸= LR,

0, otherwise.
(26)

更に，β = 0の場合は以下が成り立つ:

ACer0(B) = ACer(B), ACov0(B) = ACov(B).

例 6 表 1の決定表において，条件属性集合B = {c3, c4}
および決定属性集合D = {d}，精度 β = 1

3 とする．定

理 2を用いて，B およびDから得られる，確信度が β

より大きいすべての決定ルールの確信度および被覆度

の平均値を求める．

まず，同値類の集合 U/RB の各同値類は以下のよう

になり，|U/RB | = 4となる:
[x1]B = {x1, x2, x6}, [x3]B = {x3},
[x4]B = {x4}, [x5]B = {x5}.

また，決定クラスは例 1と同様であり，|U/RD| = 3と
なる．

次に，各同値類 [x]B ∈ U/RB に対して，集合

Dec([x]B)およびDecβ([x]B) をそれぞれ以下の通り構
成する:

Dec([x1]B) = {D1, D3}, Decβ([x1]B) = {D1},
Dec([x3]B) = {D2}, Decβ([x3]B) = {D2},
Dec([x4]B) = {D2}, Decβ([x4]B) = {D2},
Dec([x5]B) = {D1}, Decβ([x5]B) = {D1}.

これらの集合を用いて，式 (13)の NR は以下の通り求

められる:

NR =
∑

[x]B∈U/RB

|Dec([x]B)| = 2 + 1 + 1 + 1 = 5.

また，式 (17)の LR は以下の通り求められる:

LR =
∑

[x]B∈U/RB

|Dec([x]B) − Decβ([x]B)|

= (2 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1)

= 1.

更に，BおよびDでは対応する決定ルールを抽出す

ることができない対象の集合は，決定クラスD1および

D2に含まれない対象の集合となるため，以下のように

なる:

DC(B,D) = {x6}.

得られた集合DC(B,D)を用いて，式 (21)および式 (24)
に基づいて係数 LCer および LCov をそれぞれ以下の通
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り求める:

LCer =
∑

[x]B∈U/RB

|[x]B ∩ DC(B, D)|
|[x]B |

=
1
3

+
0
1

+
0
1

+
0
1

=
1
3
,

LCov =
∑

Di∈U/RD

|Di ∩ DC(B,D)|
|Di|

=
0
3

+
0
1

+
1
1

= 1.

以上をまとめると，定理 2より，BおよびDから得

られる，確信度が β より大きいすべての決定ルールの

確信度および被覆度の平均値はそれぞれ以下の通り求

められる:

ACerβ(B) =
|U/RB | − LCer

NR − LR

=
4 − 1

3

5 − 1

=
11
12

,

ACovβ(B) =
|U/RD| − LCov

NR − LR

=
3 − 1
5 − 1

=
1
2
.

実際に，属性集合 {c3, c4}および β = 1
3 からは以下

の 4個の決定ルールが得られる:

• (c3 = 1)∧ (c4 = 1) → (d = 1), 確信度 2
3 , 被覆度 2

3 ,

• (c3 = 2)∧ (c4 = 1) → (d = 1), 確信度 1, 被覆度 1
2 ,

• (c3 = 2)∧ (c4 = 2) → (d = 2), 確信度 1, 被覆度 1
2 ,

• (c3 = 3)∧ (c4 = 1) → (d = 3), 確信度 1, 被覆度 1
3 .

確信度の平均値は ( 2
3 + 1 + 1 + 1)/4 = 11

12 となり，定理

2による値と一致する．また，被覆度の平均値は ( 2
3 +

1
2 + 1

2 + 1
3 )/4 = 1

2 となり，定理 2による値と一致する．

5 おわりに
本研究では可変精度ラフ集合モデルにおいて，与えら

れた決定表および精度 β (0 ≤ β < 0.5)に対して，任意
の空でない条件属性集合B ⊆ C および決定属性集合D

から得られる，確信度が βより大きいすべての決定ルー

ルの確信度の平均値および被覆度の平均値に関する性質

を導出した．導出した性質は同値類の個数および決定ク

ラスの個数，得られる決定ルールの個数に加え，得られ

る決定ルールの個数の減少および確信度の総和の減少，

被覆度の総和の減少に関する項を含み，β = 0の場合は
Pawlakラフ集合に対する同様の性質と一致する．
今後の課題として，本研究で導出した性質の更なる精

緻化および計算方法の計算量の考察，可変精度ラフ集合

モデルにおける縮約の評価指標への応用，実データに対

する応用事例の検証などが挙げられる．
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