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粉砕微粒子の分布について

(確率論的考察)

小田島 長

On the Size Distributions of Crushed Particles 

Akira Odajima 

Abstract 

〆

This paper、dealswith the size distributions of the several particles on the probabiIity 
theory. 

The present writer has obtained the foIlowing two results. Firstly， in ωse that crushing 
process is an independent event， the size distributions are given by the 10邑・arithmicalnormal 
form. Ttis shows tBe distributions tO be weIIknown on gold sol， and so on. 
Secondly， he gives the statistical Iaw by the application of crushing mechanism and shows 
that it倒 tisfiesthe日izedistributions of the crushed particles in th巴 rodmill.

S1.序}雷

コロイドW¥に分散された物質，または重合度の高い高分子物質等は， それぞれ色々の大
きさに分散されて存在するものである。 それが如何なる分布になっているかが，重大な問題

になるととが多い。 したがって各方面からの測定も多数行われているが， コロイド分散系の

護生機構がそれぞれについて異なる以上， 粒子分布という問題を結括的な一つの法則で興え

ようとするととは意味がない。 ととでは例えば，粉砕機にかけて細粉されて得られた粒子の

如く， 一種の破壊機構にもとづいてできた粒子が如何なる大きさの分布を示すか百三割象とし

よう。ただしとの立場は皐に粉体の場合のみにとどまるのではなく，逆に凝析現象等にも同

裁に論やるととができるのであるが，とれらについての臆用は後報で検討致すととjにする。

かような問題を確率論の立場から解析的に論じたのは，有名なコロモゴロフでるる。彼

は粒子の大きさが封童文的正規分布に従うととを符たのであるが刊 しかじ寅際の粒子分布は

とのように簡単ではないのであって，色々な損張が要求されるのでるる。

1) A. N. KOLMOGOROF'I": C. R. de ]'Academe des Scien巴巴日 deMos巴ow.XXXI. 999， 1941. この文献
は戦時中出されたもので手許にはないが， Abstractによりその結果を知ることができる。
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S 2. 謝敷的正規分布

はじめに弐の様主主粉砕椴設を興えると，望号室生的IE規分布にたるとと左誰明しよう a

[椴設 A] 時刻 tで牛筏 rtの粒子が，時刻 t+ 11tで竿控

η+At = rt ・~ (0く g.c;l) ( 1) 

になるように粉砕が行われる。 ιかして今 1筒の粒子が粉砕される過程は，それ以前のjj}¥態
にも，他の粒子の朕態にも無関係で、あり， かっその大きさに閲せや相似的粉砕が行われるも

のとする。以上は問題を調立偶然量の果、加現象として扱沿うとする震に必要な僚件でるる。

すなわち時柔;Ijtにむける偶然量Sの分布密度を

f (g ; 11t) • 11g (2) 

yt+At =ー logη+At =ー logl"t -log g = yt+X 

とすると，とれば rtに無関係に3のみの函童文である。 さて x= .c-Iog gとゐけば， (1)式は

(3) 

したがって偶然量 yVC封しでは， 1既設 (A)によって一様偶然累加性を満足するめ。 との

際分布窮度 (2)式は次の様に費換されるロ

f (g ; 11t) • d~ = f (x)・(e-X・dx)

ただし f(g ; 11t)については弐の諸量の存在を偲定せねばならない。

平均値の存在僚件

m=I二十f(y) • (パ dy)
有限な分散互容の存在僚件

0
2 = [00 (y - m)2 • f (川ザ dy)

しかし f(g ; 11t)の函童文型は上記の僚件を満足する以外は杢〈任意で、ある3)。

さて一般性を失うことなしに

yo =ーlogro = 0 

(4) 

-( 5) 

、、tJno ( 

とたくと

2) 伏見康次著:持率論及j統計論。

3) この際f(さ;.at)については粉砕されるときに，或る稜の法則のたあの制限を受けるかも知れない。
しかしこれは種々夜維な初期除件のもとに粉砕が行われるから，カ準的性質としては泊・されてしまう。 (5)，

(6)の仮定が満足されぬ例は後述するが，例えば

f(?;dt)=7r 0くさく1

なるときは存在しない。
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X = YI -Yo = Y2 

であるから

y.) +<2 = Yr) + y .. 

偶然量の濁立性によって，分布符度に封しではファルツングの法則

f (y; t+Jt) =仁f(yーダ;t) • f (y'; Jt)川ダ

が成立つ九

無限小な Jtに封して (8)式の雨謹を展開すると

'Jf 
f(y;t+41)=f(y;t)+-2t dt+O(41) 

'Jf I ./2 'J2f 
t (y-y' ; t) = f (y ; t) ーダ;~+ダーy2

+ : y'2 f (位、_~L1
2 y l\ 'Jy2)古 ~ßY' 'Jy2 J 

趨営な麓童文を選んで，平均値 m=Oとすると

1 • 'J2f 
、右謹 =f (y* ; t) + ~ 0'-;:ー~tR2 - 'Jy制

剰飴項 R は H ンデベルグ型の僚1Lt，~ すなわち

(0く θ<1) 

-+--~ y2 • f (y ; Jt) e-Y dy→ 0 (Jt ー-)>0) 
4ι J!y!>d 

を興えると， O(Jけになるのでるる句。

したがって (8)式より

'Jf _ 1 2 'J2f 
一一一一口一-
'Jt 2 - 'Jy拙

が得られ， との解は

-y拙 /2a2t
f (y*; t) =一一二二プ- e 
'. 'u v2πt・σ

故に粒子牛但 rに封する分布ほ，充分大なる t時間後には

4) 以下について，分布関鍛f(ν;t)は必要な鍛字的{条件をすべて満足する。

29 

(7) 

(8 ) 

(9 ) 

(10) 

(11) 

(12) 

め りシデペノレグ型のf条件は，正規分布を得るために数字的に要求されるもので，物理的に満足しない

場合もあり得る。例えば f(~; Jt) が一様分布 (O:(~:(l) であっても既に充たされなくたることが詮明さ

れ得る Q



30 小田島 占主

(log r-mt)2 
1 2a2t 

f(r) • dr =一一三壬三三=-e dr 
、12π02 • t 

(13) 

とれをま雪J敷的E規分布と名夕、ける。

S 3. 醸 用 頼。

コロイドのサスベンジョン，エマルジョンに3ないで， 多くの粒子分布の測定があるが，

例えば金のゾルについての分布曲棋は(第 1 % 

同)で興えられるへとれを封童文坐標で、表わす
A巴町 4、

と(第2固)の如き正規分布を示す。 砂粒の

大きさの分布も叉封童文的疋規分布で表わされ

る7)0 (第3同参照)。

は

% 

40 

32 

24 

16 

8 

r-2 10 12(;U}l) 

第1国 金ゾノレに識する大きさ分布曲線

一般に封童文グラフで表示するとき，襲警護士

ぉ=ー logr 

48τJ(!I) 

40 

32 
臨線1士理論曲線

24 

16 

8 

gopr20 25 30 40 50 60 70 80 90100 1I012il(UjI) 

% 

45 

30 

15 

第2国 主主数日擦に於ける分布曲線

f(f) 

第3園海岸に於ける砂粒の分布

(斜里にて)

と控換され，また確率特度は (4)式の関係式官、興えられる。iE規分布の場合に沿いては確率

函教が

6) RlNDE; Diss Upsale. 1928. 金のコロイドの製成は化運善的還元法によるのであるが， このとき

[仮設 A]がどのように充たされているかは検討せねばならない。
7) 米国勝彦:北大工芸善部組要，昭和 13年.

、、、、J
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(y一首)2

f (y) = てL7E262
イ2πσ

であるから，確率密度

一血土並竺空笠 __(y-fji喧盈1
1 2~ A、 2<12

f (y) (e-Y dy) = 一二二 e -- dy =一一一=-e _V (14) 、12πσ v ..，;扇iJ

I .f(f) 
で興えられ， とれと f(y)とは函童文型は %・

鑓らない。ただしとのとき.1f均値は，

o2/ii tt.け守れているととに注意しなく

てはならない。

粉砕微粒子の分布が封敢的E規分

布にしたがうととも，例えば，グリ{

ン8)，トリベリ 9)等により貫験的にいわ

れていた。(第4国・第5岡参照)。

.， 。

31 

しかしゴーデンが行った各種粉

砕機による粒子分布の測定によると町

必やしも封童文的iE規分布にはならない
T『 P40J
第4圏石英の粉砕粒子の大きさの分布曲線

(第7岡以下参目的。

とれに劃して，次のととを注意せ

ねばならない。

(1) 粉砕時間が統計法則を用いら

れる程充分ではないとと。

(2) 粉砕機内に3ないては[椴設A]

たる保件を満足しないとと。

(3) 粉砕確率f(ξ; .dt)が，上越の

致事的保1ltを満足しない。

拘)

(1)に封しては，粉砕過程をいわゆ 勾叫5 相 40<月)

る「稀な現象」として取扱うととを要 1 第5園劉数日盛に於ける分布曲線

8) GREEN， J.: Frank. In直t.204， 9712 (1927). 
9) LAVELAND and TRIVEIM: J. Frank. Inst. 204， 9193， 9377 (1927):/彼等が如何なる方法で測定
を行ったか， 文献が手許にないた必に詳びらかではないが， 粒子分布はiJlIJ.A:方法によって異なる結果が得
られる ζ とばも注意すべきである。例えば KRAMER:J. Frank. Inst. 231， 91， 1941.警日言。
10) GAUDlN: . Transaction. A.I.M.M.E. (1926). 
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求ナる。 1(y; t)をyに封ずる階段函童文と考えると

1 (y; t1 +ら)= "iJ I(yーダ;t)・1(yノ;12) • e-Y' 
Y' 

援童文yvとる{直が

y = 0， 1，2， . 

であるから，函童文 I(y)v・性質を

(15) 

1 (1) e-2 + 1 (3) e-3 +……= 0 (f (1) e-1) (16) 

とすると， t-Oのとき (1(y) e':"型)の平均値はほとんど 1(1) e-1に等しくなる。一方平均値に

''0ては調立性の仮定により

M(tl + 12) == M(tl) + M{ら)

が成立つから

λ1(t)=M・t

したがって

e-1・1(1 ; t) = M.  t + 0 (t) 

故に又

1(0・t)= (1 -M.  t) + 0 (t) 

とれを (15)式に代入して

1 (y ; t + .:1t) = f (y ; t) ・1(0; .:1t) + 1 (y - 1; t) 1 (1; .:1t) e-I + ・・・…

(1り

(18) 

(19) 

(20) 

= 1 (y; t) (1-M. .:1t) + 1 (y -1; t) M ・.:1t+ 0 (.:1t) (21) 

.:1t→Oの極限で

1 dl (y; t) 
←一一一一一 =1 (y - 1 ; t) -1 (y j t) 
]11 dt 

との式はポアソン分布を解として有する。

ナなわち割童文的ポアソン分布

が得られる向。

(jl1t)Y e-l，fi 
I(y; t) = 

y! 

(22) 

(23) 

しかしとれば粉砕粒子の分布を表わさない。というのは，.:1t時聞に粉障が行われるのは

稀であっても粉砕確率(f(y ; t) e-Y • dy)は， その性質より yの大きな程，すなわち小さな宇

ll} ポアソン分布は非謝象型であるが，時間 tが充分犬になれば重量象分布に主主ずいて〈る。 すなわち

正規分布よりの偏差僅少になヨて来るのである。
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住 rに封ずる程大にたるととが自明の理である。 とれに封しては別な方法を用いなくてはな

ら主主いのである1へしたがワて粉砕確率 f(y ; .dt)の性質を吟味する必要が起る。

S 4. 新しい粒子分布函敷について

さて f(y ; .dt)に粉砕機構を趨用させて問題を論じるために， (15)式をEえのように書とう。

f (y; t+.dt) = f (y; t)・f(0 ; .dt) i:， f (yーゲ;t)・f(y〆;.dt) e-Y' dy〆 (24) 
y'ヰO

.dtをその時間内に，高々 1r国の粉砕しか行われないように短かくとり， その際の粉砕確率を

mとすると， (24)の

右謹 =f (y; t) e-Y・(1-m)+ i:"j(yーゲ;t)・f(y' ; .dt)台-ydy' (25) 

ただし f(y' ; .dt)は 1r~ilの粉砕に封ずる粒子分布により定められるのでるる。

国躍の衝撃破壊に於て粉砕された粒子の分子tjについての鈴木氏の貫験によるとめ， 分布

函童文 f(r ; .dt)は

f (r; .dt) = A・g(h) / r" 

と興えられる。(第6届l参照)。

ただし fは粒子牛控，hは衝撃瞳を落下させ 140 

る際のその高さである。 120

f仮設 B] 粉砕分布函数 f(y ; .dt)として 100 

(26)式を用いる。粉砕はその粒子の大きさに関係 80

せで炉相似的に行われ，かつ各粒子は同等な確率で 60 

粉砕されるものとす。後者に闘してはじ恨詑 A]

と同等であるが，之は下段の考察によって導かれ

るものである功。

さて一般性を失わや内 =1と沿くと，[1医詑

B]により

40 

20 

(26) 

暗殺

F京の平均直径2.98CJ1I

。1 02 03 04 05 06 .r~cm 
第6国球の衝撃破壊に於ける分布

12) これを・般的に論ずるには，機張されたポアソン分布を求めることになるのであるが，後報にゆ

ずる。機張されたポアソtン分布については，例えば 北川敏夫:日本数準物理準舎誌，昭和 15年。

13) 鈴木清太郎:Pro巴.Plysico Math. Soc. Jap. 1932， 1935. (26)式の係数は，高れすなわち衝

撃エネノレギ』によって便るが，ここではその平均値をとることになる 3 この際，やはり 1/r2の函数裂を満
足すると仮定した。なおこの際分布i*i敷はりンデペノしグ型のf条件を満足しないことを注意しよう。、

14) 粉li'f機内で衝撃体により衝撃をうける徒主主主主はがI子の休積に比例する。一方キックの法則によれば，

粒子を相似的に粉砕するに要するエネノレギJは体積に比例するのである。したがって各紋子に単位体践に同

等な粉砕エドノレギ，ーが輿えられるとすれば， Jt I時間に粉作される確率は各粒子に望書Lて同等になる。 然る

に粉砕に要するエネノレギー法則に，リツテンガ{の法則というのがある。すなわち打l似粉砕に要するエネル

ギ{はその面干~tに比例するという闘係であって，この雨者の中どちらが瓦〈満足するかはわからない。しか

し後者の立場をとると， li3立な続三幹事象の問題としては扱えなくなるので‘あるが，その一般化された型式は
後報で論じようと思う。
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A d~ 
1 (~ ; .dt) d~ = .. ~~"、 = A eY dy 

之は特異分布であって，係数dは定まら泣い。

したがって別に，容積分布函童文

Eパ汁ω川(令ω似州fけμ付)d凶dゐr:=べ(うすr)/(いf川川(か川F
を定義ナる。 ただし roニ 1である。

さて， (29)を積分すると

(27) 

(28) 

dj:fpdy=子 (29) 

であるから，分布函散の性質により

(1-m) +す=1

したがって係数が定まり

'A = 2m 

(30) 

さて容積分布密度に封しては

1 (y ; t+.dt) e-3y = 1 (y ; t) (1 - m) • e-3y + 

2J e-3(y-的 x1 (yーダ;t) • e-3y' 1 (ダ;.dt) (e-Y'・dゲ) (31) 
y'*O 

なる粉砕過程の式が得られる。

初期保件は，t =10で

1(0; 0) = 1 

1 (y ;0) = 0 ハ
リキ甘

υ

(3勾

で輿えられる。 したがワて .dt後の分布は (31)式より

1 (0 ; .dt) = (1 -m) . 1 

t (yt.dt)・e-3y= 2m • e-Y (y =1= 0) ) 

h 同様にして，2.dt後には

1 (0 ; 2.dt) = (1 -m)2 ) 

1 (y ; 2.dt). e-3y = (2m)2・e-Y • yみ 1(1一明)・附-y ) 

(33) 

(34) 

3.dt後には

15) ~を積分になほして計算する。
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f (0 ; 3.dt) = (1 -m)3 dy 1 

f (y; 3.dt) e-3 百 円 f 円 2 (1__~\ _-'1/ _ ̂' I ')(()_，，¥ (1 ___¥2 _-J (35) 

一般に n.dt後に必ける分布は複雑な多項式で興えられるが，共の二つの近似式で表わし

て見る Q

すなわち， my';j> 1なる場合は

向山=f (y ; n.dt) e-4J/ dy = 2m生且ifLf勾 .dy 
(n-1) ! 

次に，my~l '"主る場合は

(36) 

pn(y) dy = f(y ;n.dt) e-句 dy=(l一刈ト1(2m)XnX{1+ ゴ土~(2my))e-2Y (37) ，-' 2(1-m) ノ
(35)式は粉砕が非常に起りやすい場合に満足し， (34)式は粉砕される確率の小さい場合

に受賞でるると考えられる。 いやれも充分大たる nに封して，すなわち時聞が充分すぎると

とにより，封象分布である正規分布に近づいて行くととがわかる。

石英等のかたいものの粉砕にたいては，後者 (36)式の方が安営であると考えられる。

S 5. 粉砕機の構造と粒子分布との関係

号えにゴーデンによって得られた，各種粉砕機による粒子分布について， 前節の理論式を

趨用して見ょう。

(1) ロール粉砕機

2佃のロ{ルが相向って恒i轄する中で，

との聞に供給せられた砕料を喰い込んで，堅

縮必よて主、勢断，或は摩擦により粉体するので

あるが，粉体粒子の大まさの分布は(第7鼠d)

で興えられる。

明らかに極値において特異性を示すが，

とれば雨ロ ~Jvの間隔に関係するものと考え

flcyfm 

破線11.J!論曲線

L-ー
られる o &9""'"'1333 0074 (mml 

然L未だ充分tt.検討はできていない。

(め ロツド粉砕機

第7園 ローノレミノι内で粉砕された
粒子の分布

中2さの廻韓国筒の中に餓棒を入れてあって， 砕料がとの棒と共に胴酷内でドラムの同時

により，とれと街撃・摩擦せられて粉砕されるのである。粒子分布の時間的鑓化は第8闘の
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様に，時間と共に分散率が増して行くが，理論式の様に封象型にはなって行かないs とれば

粒子の大きさに粉砕確率が闘係するからでるって， との黙に沿いては理論式は充分ではない

のであるが，分布曲紘の型は (37)式より得た結果と充分良く一致する。(第9闘参照)。
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第10国 ポ【ルミノレ内で粉砕された粒子の分布

16) 微小な粒子の領域は濁般的正規分布で、近似されるのは興味がある。
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S 6.要約

微粒子の大きさの分布を偶然累加現象として扱い封童文的規E分布を得た。 とればコロイ

ド粒子の分布を輿えるものでるるが，粉砕粒子の大きさの分布は必やしもとれで興えられな

いととが，ゴ戸デン等の貰験で、示されているが，粉砕機構を考慮、に入れた確率過程のもとに，

分布函童文を求め賓験値を良く一致する結果を得るととができた。最後に各種ミルにより粉砕

された粒子の分布からミル内にゐける粉砕機構を検討したが， とれが何らかの手がかりにな

れば幸いで、ある。

鑑記

本論文の一部は，著者が北大理皐部に沿いて既に護表じたものであるが，賓!験との比較

検討を充分行っていなかったため，紙上に掲載しないままになっていたととろ，最近ある事

情のもとに室蘭工大研報に掲載していただくととになったものである。 したがって著書とし

ては色々の問題に封して未だ充分研究していないうらみをも'0Vでるるが， 不備の鮪に輩、Iし

ては先輩諸兄の御注意を仰ぐ戎第でるる。

~j号本製鋸山科の北助教授から色々文献を御教示下されたが， 粉砕微粒子の大きさの分

布に， ロズイン，ラムラ{の貰験式が知られてゐり

f (x) dx = A xn-l e-.<n dx 

おは粒子午径

(38) 

で表わされ，賓測値と良く一致するとのととであるが，著者の理論式との比較検討は未だ充

分行っていない。後報で詳述する1~定である.

最後に本研究に劃して経始御鞭縫いただいた北大理皐部池田教授， 主主ぴに文献を御教示

下さワた，北大工撃部大和助教授，室蘭工大北助教授に深甚の謝意を去する共第でるるロ

(昭和25年10月初日受付)


