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弾性基礎上四遠、四隅共完全に白

由なる板の曲げについて

能町 純雄

On  . the Bending of Plates on Elastic Foundation whose 

Four Sides are completely free from any Stress 

Sumio Nomachi 

Abstract 

For the differential equations which denote the elastic problerns of a rec-
tangular thin plate， the author had already obtained a general solution 1 applied 
to any boundary conditions by rneans of H. Kniess's2 theory of “endliche 

Fourier-Transforrnation ". 
In this paper， as a application of the above result， he dealt with bending 

of the rectangular thin plate on elastic foundation， whose four sides are corn同

pletely free from any stress. And there is first given a proof of convergency 

of the series， which were obtained by Dr. Iguchi3， to find boundary unknowns 
for the rectangular thin plate without two opposite sirnply supported sides. 

This paper also describes sorne nurnerical exarnples and shows a characteristic 
of this sort of plate. 

I 記競並びに橡備会式

1 任意の画教の正弦画数についての Fourier展開

費域 (0，a)に於て定義された画数 f(x)を， Fourierの正弦級敢に展開すれば，

f(x)ラヲ(J:f(♂)sinfZF-mdz)sin-?-m， ( 1 ) 

m==1，2，3. .....， a>x>O. 

今便宜上

sdf(m)lzf:f(Z)Sin31zdm (2) 

1 能町純雄; 短形板の開性諸問題，特に強性基礎上に在る四議共自由な短形板の曲げについて，室

蘭工業大患研究速報，第5銃(昭和田年1月〉
2 H. Kniess; Lδsung von Randwertproblerne bei Syst日mengewohnlicher Differential-

glei巴hungenverrnittels derendIichen Fourier-Transformation. Math. Zeitsch， 
44 S. 266~290 (1939) 

3 S. Iguchi; Eine Losung fur die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten. 
Berlin， S. 43 (1933) 
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554 能町純雄

とすれば， S隅 [f(x)]は， H. Kniessの endlichesinustransformationである。

今，f(x)の α一弐導画教をfCα)(x)とすれば

&ι判Sm[fぷ[げf刊州似ω叫州州)(x刷川(仰同附勿伺州朴)川ル]ト二 jに川J~fCアfC州α

上式の右遅に部分積分E宏三施とぜぽ

Sm[f(吟(♂)トー(的立-){(-1)川'j<'"-2)(a)_-f¥"'-2)(0) 1 十(-"旬、ド(-l)mJC~一旬)-/，"'-4)(0) } 
叫 Il J ¥ a l J 

-(今!__f{(ー)叩日)(a)-f伐の(O)}+

十刊( 川『字字小fい一寸1{ ( 小f(什F門似伊い川…a←μ山~2t叫2，叫，寸)(a)怖川αω川川)ト刊一イ千fiトμ川川ぺ2r叫刊Tけ引l(ゆ川(ゆ側Oω叫)ヴ}十(刊一-1)引町川)rγぺ(咋竺ケ主げf'、11丸切rS瓦瓦rSm[丸叫2η削m[j("伊伊f戸J<"い門叫←い一一-:!，ヨ:!，

同様の意意.味に於-C，饗域 (0，a)， (0， b)に於て定義された画教とよ少 に封して

Sm S" [C叩]=工作
e書くととが出来る。

-ム令SmS問mSn，訓S，乱判7刊」ふ，.[ 

合の Fourier係数を表わす。

αb  

叉 ζぷ習の xyf乙闘する任意さたの導画散を反轄すれぽ (3)と同じ反韓関係式を得る0

2 四階の傭導極量生への鷹周

上記の公式 (3)を適用すれば，直ちに尖の聞係式左得る。

SmS，，[ ~応号] = _. :rr_{ト(ト一小1町け)"戸η哨'S，払.[日(~広か号p)入ん川仰J少]片一-S州?

+叫(うι)川3{(ト一1叶)γ2刈守叫悦叫a匂包悦S"町，，[る.[乙d止一S"判叫4品[ドι叫Oy]斗)十(グ;子竺内前S，乱判叫，，[ιωJι， (何5)

M る.[晴ぷ品百]トト=乙-勺T勺TT炉Tf引一{七十ド-{(-1)心トドいμ(トH刊J一-1)小1町)戸問附…+判nζιいいtゆ「川什b-川汁一べ十(ト一附仇α即ao-一(川一→叫叶叶引1)け砂1)'"アい河?勾咋℃叫忌〈也仏山cιιo凶力

+ 竺Fと斗司{(一l)mSn[Say] -S，，[ 叫 ) 

十451{(-Nふ J-S仏 J}十451SJ7l[ら]，

SmS，，[歩J=ー与{(-l)"sm[ (歩ん]-Sm[ (手入。J}

(6 ) 

十字三{(一内閣[ら]-Sm['.o]}十_!ZtSmS，.[Cry]. ( 7 ) 

以上の公式の示す如〈各導画教の反事事式中には，常に ζ又はその導画教の境界値が含まれて

いるととは注目に{直する。

3 画敷との分解

前述。如くとは a>x>O，b>y>O，なる領域にて定義される曲教でるる。

と(xy)=士{ωy)十ω一川)十仇 -b-y)十ω-x，b-y)} 

十~{'lXy)+ω-x， y)-C(x， b-y)-ω-x， b-y)} 

(102 ) 
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+士{C(Xy)-ω一川)+と(x，b-y)ーω-x，b-y)} 

+士ド剛一ω-x，y)ーと(x，b-y)+ζ(a-x， b-y)} 
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と書くととが出来る。上式右遺の第1項は♂=aj2，y=bj2に閲Lて共に針稽であり，第2項

は x=aj2，y=bj2に闘して各々封隅，及び稗封桶であり，第3工員は x=aj2に闘して各々封

栴及び、斜i'f構であり，第4工員は yニbj2，と=aj2に闘して共に斜封稽去る画教である。

かくの如〈とは♂=af2，x=bf2 IL_闘して封栴，及び、科封稿た組合せによる四つの画敢に

分解出来る。

公式 (α)の Fourier-sine費換をとれば

S ふ [仏ιιω少yJト=1 S&針制mSふふS，ι9仰4ι.[
+(但1い刊十叫(一1引廿叶l)m)γい門?抑削吋，刈づaう)(但1ト一十(ト一1)廿け1)")戸門"勺るつ件判)+川+判(何1仔刊十刊十(ト一引け1)''')η削吋aつ)川(1叫刊+刊(ト一町甘叶m川?仙勺吋みつ沖)リ} 

となり ，(Xyの Fourier-sine展開に依る級敷は，m，nが奇数放る平日は，x=af2， y=bf2に

闘して苦手}構であり ，m が奇数，nが偶数なる和は x=af2，y=bj2に闘して各々封橋及び斜

封稀であり ，m が偶数，nが奇敢なる和は♂=ai2，y=bj2に闘して各々斜封栴，及び釣橋

であり ，m，nが偶敢なる和は♂=af2， y= bf2 fて関して共に科封栴である。

II 聾性基礎上にある矩形根

4 基本微分方程式の一般解

基礎係敢 (Modulusof foundation)を K で表わせば，との場合の平衡の俊件は，さたの微分

方程式で興えられる。

空FY+22空一+~型r+-kw=gf(my). (8) 
仰 4 ，-i.ix2i.iy" ' i.iy4 ' N" N 

W=任意黒占に於ける提み，qf(xν)=任意黙に於ける単位面積に封する荷主主

q=定数

Eh3 

N= =板の曲げ剛度 (Eニ弾性係数，
12(1一ν2)

hニ板の厚さ， v=Poisson's ratio) 

第 1闘の如き短形板に於て

W=?に jF=A4， 

とヰなげば (8)式は

i.i4( ，... i.i4( ，i.i4ζ 
ー +2一一←一一一十
i.ix4 ，-

i.ix2i.iy2 ' 17y4 

十件 J4-f州
(9) 式に公式 (5)~(7) を適用すれば，

b 

(9) 

が{(Z-+手f+).4}S川乱[らJ=よSふ [μ，y)J 。 ム1園

高

十字{(-1)叫[(器)J叶 (;Fouljーが(手十2F){(一向吋一札[(Oy]} 

(103 ) 
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十字{(-1)" Sn[ (務)J-S，，[(歩)J}ーが(手十字子){ (-l)"Sm[(xb]ー叫ι。]} 

然るに

一官主{(-l)m+ωCa.b-(一円パ-l)"(o.b十ζ。O}'

と=ムー評M4u]sinzμsinマμ
jisJJ(ZM)]=R叩"

(10) 

故に

-5ρm(品 )=π4(Z-十字)2+A4=;:(mz十州

κJ=ムF十iC'2， ιn'2 =sm2 -icペ仇=-;-m， cF-bI， 一一
7τ 

)

)
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κJzα♂+ic2， 12 -.rv 2 _ ; 1"'2 κυ=α?1':'-Z，C"， α=-'!-n "-F-， 
c= a)._ 

n 

手ρn(sηH4(21寸手)2+A47ト(n2十/Cm2)(が十ICn/2)

(11)， (12)の如くたけば， (10)式は弐の如く費形される。

nπr a4 Rmn 'A a2 m ( ， ~ ¥m. c" I~ ( (i2( ¥ l 
伝子手sin-d一mm3-yiF子両面+4b2子両瓦了l(-1)

明

S"L\而~)ayJ 

-S，，[(笠 )])4M+2m[ - ω{(-1)川乱[仏]一札[仏J}
(ix2 J OyJ J b πp拙 (α，，)

4b2 n ( ， ，¥..，.， r ( (i2ζ¥ 1 ，.， fr(izζ¥ II ，仁一l(-1戸S"I(一一)_ I -s" I ( ~.:) I ~ a2 π3P，，(sm) l ¥ -， -"l ¥ (iν2 !品J -:-"l ¥ 8y2 j xoJ ) 

πp，，(ル) l ¥ -/ _""， L .......u.J _.，~ L ~_，{， .VJ J 

一坐笠1. 一竺ιf(ト一引1町1)"γm…a叶+川伺c品一(川一-1)凡加吋mCaoιια即o一(同一-1)町)刊ζい品叶十仔叫cιOω札O
b2 π2ρ制 (α，，)l ¥ -， """ -， >，，" -， .vu ， 'vv 

J J 

との式は，荷重及び境界保件の如何に拘わらすコ営てはまる一般解式である。

(13)式中 Rmnは荷重欣態に依って定まる既知数で， { }中の各;末知数は，短形板の境界保

件に依てコて決定する事が出来る。

5 四謹，四隅共完全に自由なる矩形頓

i ) 控み ζ の一般式

との場合の境界保件は，号たの如〈興えられる。

主量 x~a， xニ o~乙封して曲げモ{メシト及び反カ零なる保件まり
。ヨζ82ζ (i3C ，'0 _.¥ 83と

(1 ) 一一十ν~_: =0， (2) ~τ+(2-ν) 一一一=0，
8x戸 8y2 -， ，-， 8x3 ' ¥- .， 

8x8y2 

建 ν b， y=Oに封して曲げモーメント及び反力零なる保件より。2(， 82( 
( 3) 一一十ν一一=0，

。~2
，. 8x2 

凸
り一一一

旬
U

P
」
五
回
U

3

一2
θ
一
中
山一Dν

 

ワ臼+
 

C
一戸。一O

一

a
A
T
 

82ζ 
四隅 (a，b)， (a，O)， (Ob)， (0， 0)に封して隅知反カ宋Fる僚件上り (5) "，;;;-;~=O. ム 8x8y

上式中 (1)，(3)，の正弦饗換右どとれば

(104 ) 
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S，仰4ぷ刷，[ぷι叫[ドι叫ζι叫Oy]=よ玄ベS"叫q偽，，[(等祭)川J-:7r[ド(ト円一-1川 b一cι吋oυ0'0 } 

S"伺4ぷι制る4ぷ仏ιωlドιι同とι仏叫α岬J沙J]=LL sn[(義LJ-~と[(-1)"'("." ーとい}，

叫 ι。lzdJL[(75)2。]一万二{(←1)九叫，
1-(θ2( ¥ 1 a (， 1 '"" ~ ~ 1 

Sm[ζr.a] == 毛τSml (-;(~，) 1一一一{(-1)吋 ι，.，，-(o.，，}
νm 九~ ¥ 'oy2 ! x・oJ mπl ' ~， ，，"U  ~U'" J 

とれ等の閥係を公式 (13)に代入して S，，[(α・y]，...， Sm[ι・b]，を泊去し，且つ

S，，[(ぷ)J三 [(~~:~ ) J = t1~ :;J，-) 1=，ゴ (A，.-A，/)， Snl (ぺ一一-) 1=瓦干(Aη+A，/)，
Uば;-IαyJ 4a" '-、 UX.I oy I 4a  

Sm[ (~:~) ~，.l = t1~2-(Bm-Bm')， Sm[ (何 LJ一一) ト一竺(0r}ベ(岬B岡一Bm')， Sml ( ~.;) I ~一Pσ~(B
δ2y2!ん2忽:"J 4b剖，哨L¥ 'oy2 ! xo J 4b 

となげば， (はヨたの如くなる。

と=L]L]sinmπ~sinn刊 I G1 L竺 ト五坦斗(1一(-1)削)A什 (1+(-1)明)A，/ l l b4πヤ闘(αω) νπ3α1~2 t ¥...... ..&.1 ，_.....'/1， I ，..... I ¥ ......， ，--'，. J 

十元信{(1一(ー1)旬 )B，包十日+(-l)"Bm'}十紘~(1一手元了)]， (日)

ι(l:in)= ~ι三I!_ご_lIl十一唖塑2士旦三)
ρ刷 (αn) ρ拙 (α，，)

叫ん)土竺EdEzL+竺恒笠&笠
ρ，.(ん)ρ，.(ん)

Amn=( -1)禍十"とnb一(-l)mι。一(-1)"(αb十(00

=(1一(-1)加 (1一(-1)リ 1+(1ー(-l)m(l十(-1)"A2

十(1十(-1)加 (1一(-1)nA3十(1十(-1)叫 (1十(-1)"A4 • 

但し

上式中 4A1 =(ab十ごα。+(al>十(00，4A2=ーとαb+ι。-(0"十(00，

4A3=ーとα"-(ao+(o，，十(00，4A4=とαb-Caoーζal>+(oo.

(14)式中の無限級数の和を求めるため，ヨたに示す井口博土の公式を用ろるとととする。

即ち，公式 (11)及び、 (12)に於て

的

M
M
d
 

士
山

4一一
、，、E
E

，

丸
丸 わ}=r加土irm' とすれば，

む}== J-~-( v l:in
4刊土α凡

な，}プi-(ム布一)， 

て，1一(-l)ml m ~;~ ~~_I"ー π fPn(リ(討
す1十(-1)吋五瓦瓦J"山 m"c- 2c2 lP，，(2)(さ)，

ゎ 1一(-1)明l.m(m2十αJ)~;" 4M.，..，.e'ー π/Q，pJ(討
す1+(-1)川 f----;;:;:(αn) 副 U 川崎-2\Qrpl(~)' 

但 L pllJ(~)L_ sinhπr，，(lーさ)sinπrn'~土sinhπrn~sinπT，，'(1-~)
P(2J(~)j 一一一 一一一一 -coshπr"土cosπr，..' 一一一

Q，，(引さ)l~ cosh rcr，，(lーさ)COs7rr"，'S土cosh7rr，，~ cosπr，/(lーさ) ← 

Qn(2J(さ)f- coshπr"王函証言r;.'一一一一一一一一 J
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とれ等の公式からヨたの闘係を得る。

ョii二ijい(品)SM4=j〉{2:::(i二;庶民ij:5852，

1 一( 一1)汗'J1， ，_， π rsんWP汽(但1一ν刈)P哨m(け川(守的)+c'乃2Q隅ぷm(l)町(守約) 
亭罰1一トH一引1町)"偽ll

C
'Il川‘，c，ん刈cι仇叫n(仙8βι?叫心川川拘J川)同川s凱lnn伽仰π刊甲= 互耳c2子is仏ル似8んN州J山2(1一刈川P明JJJ川tψω町2吟引)(山

更に叉号次たの闘係係、がある。

(1一(ー1)明 (1一(-l)n)01n-tlttl......eC1nlJlhT."()= ~ 将 仇而 如何sinn;r"1J=す

(1-(-1)ペ1+(-1)") ・←(1-2マ)将一一一両F- sinmdSIn仰- 4 

羽 (1+(二弘長と担sinmn;rSin制=旦子己，

(1十 (-1)制)(1+(-1)" ・・ πザ (1-2布)(1-2~)
将瓦が …n~sín n 一一--4-ー

とれらの公式な適用すれば，公式 (14)は，ヨたの如〈表わされる。

1 ~ 1 r 、ζ422Jmsinmπ~ sin 仰十一~'J. ~~~ 2J ....;-~).- I山一ν)P，，l')(主)4ρ同(α刈) ~... .....， ~... ..... ， 2νπ2C2 ";αn2 l 

十品川(~)}A什 {an2(1 一泊，(2)(さ)十崎P'(~)jA，/]sin nπザ

+dFヲオ~，2 [(s"，2(1 川闘い}州内m(I)(ザ)}Bけ {sm2(1-V)Pm(2l(1l) 

十C'2Qm(2)("1J)}Bm'l sin mrr~+ Aj r l+~C:~ 2j ~，ゴヨ)，こ {α，，2P仰い'(さ)J-'" J .._--.....， ' ._， 1.π 7n(αJ十c4)( 

十村cヨ吻Q仏?ゆ川川，(ρ川(ο刊川iリ川)川(~引) ペsinnπ訓刈甲汁i十dゐl(l刊1ト一-2"1J牢桝)+竺土2jコユ五土フ1と {μα仏9♂~2P?孔，，(川‘，(J -... .•.. . J ' _." L π ;: n( αJ 十cが刊4今)l 

十c2Q，，{I)(さ)-c2hinn刊 1+A~ r(1-2ザ)十空-=-2jヌ二」三lk{α'，，2P，P)(き)J ~... ••.• . J ' -'" 1. π;; n(αJ十c4) l 

+ぬ，(2)(さ)-C2(1-2~)} sin n;rll] +ム[(1一勾)(1-2"1J)

+十A竺空ヨ一E記32Hゴ}と!土二(いαJ( α仰J4十cが刊4竹)l""'.Jb.....J6 \"::o /l.....""./~ ¥'!II 'V，..... _，~'J..................J 

(19) 

(20) 

ζ は x=aj2，y=bf2， 1'L.闘して各封稽的及び，斜t:t稿的な四クの組合せによる四つの画数

に分解出来るから，共の各々の場合について猫立に計算する事とする。

ii) とがごっの中心繰 x=aj2，y=bj2に闘して封構的た場合

との場合は，m， n = 1， 3， 5. . . . . 

従って 1一(-1)"'=2， 1+(-1)同 =0， 1-(-1)"=2， 1+(-1)ω=0， 

叉とab=(ω =(01)=ζ。o=Al

依クて， (22)式から直ちに弐の公式を得る。

F422-ι~'~，-sin m村山川
ー π=ρ拙Lα'，，)

1 ~ An  (_.9f1 ¥7') (1)rp.¥ I ，..')，f¥ (l)r，..，) 十万-~9三727r{α♂(1 ー ν)Pn(l l(さ)十 c2Q，P)(さ)fsin nrr"1J 
Lνπ-r.;- 'H (..['ll園、，

十事よFヲ去~..'{sm2(1 

(106 ) 
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十A1(1+竺竺ぢ1旦些，，(I
J
(己士c2Q，竺竺と竺 inπl

t π~ n(αJ十c1) 一川」

末知数 A"，Bm2 及び Alは境界保件

(1)31十(2-ν)ð~:( .， i = 
iJx" . ，- -， iJxδy2 1-"00 

(2 )宍 +(2ー ν)11L)=。y2. ¥- -'iJx2iJy )ν=0 

より求められるのである。

(3)fL)=O 
δxiJy I必 =0

A，れ Bm，Alを求むるにさきだって，ヨえの公式を掲げてむし

jEPれJ(さ)=--~ {7"U，P(t:)-7"IV(2)(さ)}， 

U，，(") (さ)=~坐竺TA ーさ)sin 7l'7，，' t: -coshπ7"t:・竺恒竺五笠二t:)
COSh7l'7"十cosπ7，/

V，，(2J(t:)= _sinhπ7，，_(1→) COS 71:r:，，1 ~士山hπ7，，;.:5.用雪山1二位
coshπ7，，+cosπr~/ 

¥ 71: 7" sin 7l'7，/ -ト7，/sinh 11'7" -;_. P，，(l)(t:)) 一一一一一一
ax -" ¥'>'1 x=O a cosh 71:7n+cosπTa' 

£PA1}(さ)=-Z-{αA
。

π.0 
-， 

a~ 
xニ Oのとき，

£:γP，，{lJ(c)ー ;:{(TAP-M)UfW)一(山J十7"C2)V，YJ(t:)}， 

-hN)} Jf.」Z1虻ヨ 必 国 型Tと也注122十九c2)si出 π九 | 
) "'=0 a芯 cosh7l'7"十cosπ7，/ . I 

三五 Q"吋

1111 ~\ ¥π7，，，' sin n 7，，' -7ωsinh7l'7" -';--Qり1(;)) = 
/ぷ=0 a cosh π7"，十cosπTJ'

jLQfkE)=;{NJIhs)十αJQf)(Z)j，

。
司 a
d ι2  

a2 
包ノι

" ， x=o 1])とき，

去3Q，，(1)(~) =ーが(7，，'引い

手':.，Q，，(IJ(ぞ)) =竺巴坐白玉空)si型立1包竺と7-，，~E~) 垣些π7n
/ X=o a'l cosh πれる十cos7，/ 

上記の各結果を適用すれば，

上式は主主くの責I~ くにお:る。

生十(2-).1)恒) = axiJy2 I r=O 

i 
i 
i 

H瓦払叫:a(l叫 a一1豆?竺E坐r担二ブν)向玩》ヨ斗十坤(似ν一2町)叱ぞぜ引4ザl血企}_一Br十8伽ν問πd灯刈凡!，ιqμJ川，cρ{“仰川1り}
π b炉今今ゲデ 仏んι(泊βr) -，，-_..--，. .-. I 

(107 ) 
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(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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= 初21;罰 Rr，， {r3+(2ーかが〉
b4 "';: がん(α'，，)

)
 

凸
U

q
d
 

(
 

・・3'
'
E.
.
.
 

，，
 

上式iド

Hι仙'.n(lο札1

十{V…Nμ~々ポ4L1l云F忌，.2C2-正c2 一(れ九ω，C2β一九ω叩(但1一b刷))一μ内山川T九W怜JF与竺与引1斗}凶討sinhrrrn']，l 
C" J l' ~ (31) 

/，，(I)= _i立竺ヨ，.a"，2(1コ22sinπr，/ 十 {r"c2 +r，/a，，2(1- ν恒恒hrr~ I 
外 - nv/a;(i-:玩正(coshπT河十C凶 πr.') I 

r. n = 1. 3， 5. . . .. . ) 

全〈同様に，境界保件

竺十(2一ν)3!と斗 = 
'oy3 • ，- -， 'ox2'oy / Y~o 

より Hm(l)払__!___b~2J竺些立1-v)翌竺(V-2)C'4/恒国と+8νπC'2/m(I)Al ¥ 
π a3 ムブ ρ間 (α'8) • ~...- ~". ..• I 

R剛 〈令S3+(α2一ν )冶ssβんι"削F均乃8
=2vνπポ22J←一←一一一 一 i 

s π乍.(戸別) I 
m，s=L 3. 5..... 

上式中，H，市(1) 及び、 1m(l) は，公式 (31) 中 (f~ H，，(1) ， /，，(1)，の n，α1l.， r?l， r'r/， C の代りに，犬

k， m， ん• sm'， c'とないたものである。

最後に，保件 (3)を (22)に適用すれば、，計算の結果弐の公式を得る。

a4 ~...， r・s Rr8 1 "" sH/1Y A8' 1 ，，--， rHr(I)1 Br ~ ~ ~ _ I ~:._ _ ~ A(';J十一>，~_" 2J一一←'-"，8 十一一干'2-2J-一一一一一
ρr(α8) 乞νC'-:;α82 

_ 1..(1)' 
=4πc2Al2Jっ二..--::;， (33) 

一，1/α♂十C'. 

上式中

H.，IlJ' =~~V"a;4司-ra82) sinげ /-r/(ト 雨 石 山a82)si些色， l
coshπr8十cosπr/ . 1 

ι11)'= rr(Ys，:4+ぞゴ陛)sin rrrと区虻変亘主竺陛坦坦坦五， 1 
coshπrr十 cosπrr' ~ (34) 

/8(1)' =--.1':8sinπr8-r/討nhπIi_ I 
coshrrr8十cosπr.' 1 

r， s= 1，3，5.. ... . ) 

公式 (30)，(32)， (33)からム及び任意の m，nに封臆する An，B削の値を算出するととが

出来る。

との貫際の計算方法については後に述べる。

iii) (が中心線 x=a/2I'C闘して封稿的， ν=b/2 I'C閉じて斜封稿的方:場合

との場合には

m=l， 3， 5， .....， n=2， 4， 6， ... 

であるから

4A2= -(ab十Cα。-(Ob十と00 ・

( 108) 
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依って (21)式から直ちに弐の公式を得る。

C2422RmSinnZ7rESinnd 
U … 石 弘ι了

1 ~ An (_. 9./1 ¥ Tl rHt.¥ I _<)F"¥ (1)，J;.¥' 
+扇F亨訂{仲Wιω2(ト1ト一寸ν仏)印P

1 ~ B'WI' r，.， "/1 '¥ ~ 11)¥. 10'" 1<)¥/.....¥ 1 +2v玩夜子戸;EiN(1-u)PJ}+crza施。)(守)}siumπさ

リペ(1-2r;)+坐12ぜP，Pl(~)+竺易型互と空siu nrrマl.(35) 
(π;'  n(αJ十04) ---_ -----J 

m = 1， 3， 5， . . . . " n二 2，4，6，..... . 

x=o，に封ずる境界保件 (1)は，mが奇数であるから，x方向に闘しでは前回と同型である。

従って其の計ー算結果も公式 (30)と同様に

H，PlA"ー土手12叫 {(1一ν)Zn2+(ν-2)仰，哩ι+8J.17t02f，，(1)Az 
π b3γ ρ，，(ル)

za4 "， Rrn{r3+(2一ν)ra，，2} 
=2νπ ~2]一一一一一一一一←一一

がん(α7・)

r~1， 3， 5，・・・・・， n=2，4，6，. 

ν=0 tc封ずる境界保件を求むる，計算の便宜のため，弐の公式を掲げてたくιP"，(2)(r;) = - ~ {r"，Um(l)例 -rm'Vm(1)(吋，

Um(1)(71)=--'竺.shr m(l-型豆Sil型占士里坐竺五竺恒竺町立正型)
coshrrr同一COSπT削

Vm(1)(マ)=ー竺坦到1ゴ同:>rrr m'r;十自恒ぜCOSπr"，'(l一望L
cosh rrr叫 -COS“'間

、¥πT畑 siu7Tr m' -r m' siuh πr"， 

瓦瓦Pm{2l(甲))Y~O =一吉一 河 coshJ四一Cosπル'弥.

41PJZ)(マ)=ピ!ん2Pm(2)(マ)-0河川(3)(甲)1.
""，'" nー，

と Pm(2)(r;)) = __~O'2 ， 
u'V“ I ~_o u“ 

(36) 

、，l
a
E
E
I
E』
E
l
s

、iS
I
E
B
I
B
E
-
-
y

、E
・E

E
E〉
az---F

(37) 

(38) 

ペPm(2l(万)= --~~--f (r ms"，2-r m' 0'2)U"，(1)(甲)一(r"，'sm2十九0'ザ""，(1)(守)}， 1 dy3 -'" ¥ .， b2 l ¥" ". '-'" -". - ，-". ¥ " ¥ -'" '-'" ， '...- ，-". ¥ -I J ' I 
， ~ (39) 

4LPJ(マ)} zE立五回+r"，0'2) siuh rrr剛一(rmsm2一山1
2)siurrr"/， I 

[y:; ~ m ¥ '1 ) ~ _ 0 b:; cosh πr明 -cos rrr m' ， ) 

4---Qm(2)(甲)エー壬{rm'U"，(1)(甲)+r帥 V"，(I)(マ)Ldy -'" ¥ -I b L -'" -'" ¥ -I ' - '" - ". ， -， J 

d 、1πT桐 siuhrrr隅+r m' siu 7Tr "，' 

~Q"Y)(マ)) =:一一・一一一一一 一一一一一-dy'Q&m \'IJy~O - b coshrrr町一COS7Tr間，

空2Q"P)(甲)=主4:lc仰隅JJ川川(伊例町宮η引)刊(甲)+sμμη制ぷJ.メρ《ο2)Qmt仏断ν，泊Jf刈aJftρ2
帥y2

_，.. ¥" b2 t- -，'. ，-，. r'" 
._... 

")  

一ぺQ仏桐σω叫吋}刊ゆ(付甲)) =2号:8ιιμ勿制JιsPλ 2九， 
dy2 ，.".. ¥" J y=O bβ 

( 109) 
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55Q明川

空二Qm(2)(マ)} 11177占 2也竺)号in喧笠立也子ちり山恒五 1dy" ~'" 
，.， 

J智目。 b" coshn:r抽 -cosn:r".' J 

叉公式 (35)のとのゐの項に闘して計算すれば

(42) 

2h(2ーν)F{(1-2マ)+坐121J
Pm(2)(7l)+C'2Q"哩 f 旬笠sinm同l(}y3 . ，- .， 

8X2()ν1π 明 m(sm4+C'4)
~... .....， 

J 

=.n:
2 

"竺ι唖竺型~~_r{T桐C'2+rm'sm2(1-v)} sinhn:rm一{rm'C'2-rms間
2(1-v)} sin n:r，/ 

百子すm〆瓦ヰc'4l cωhπT町一面百ζ「

依って公式 (35)に境界僚件 (2)を適用rすれば弐の方程式を得る。

十
2(2-v)C'2s前 1一云(瓜4十c'4j-J 

HJ2}BmF-1EE!竺坐立土v)2mヨ十(ν 2)c4fα乃 A8+8川 C'2[m(2IA2
πα3γρ刑 (α8)

+__16(2-ν)VC'4sm ， _ '). ._2" R糊 {S3十(2ν)Ssm2}
一一一一一-J2LAz=2νπ22]一一一一一一一 ・ (43) 

sm4十c'4.
.._._... -..... 

'"'8 π4ρ8(。明)

m=l， 3，5， ... "， Sニ 2，4，6，.. 

上式中

Hm(2) = 晶玉出品可[ード寡Fwz一川m2(1-2v))-~:!宇手}sinπrm'.l
> (44) 

+{うV 4M叩 m2(1-2))ーザ }sinhn:r m]， J 

I悶ゆ=一三五竺竺
-r'!Is"，

2(1-v)}sinげ J一〈九C'2+r"，s"，
2(1-v)} sinhπrm 

m〆戸記子示(coshπT同一cosn:rm') 

r'SRr8 1 ~ SH/') A ， 1 ...， rHr(I).' 
':.A 2] 2]-一一

U..r3ー +-?~~2 ~一一一A8+一.~/2 2j '~~r~ 
" 
Br' 8η2ρr(α8) 

， 
2vc2 ...αsZ 白y r 

[.，(1)' 
ニ 4庁C山亭v宗訂正・ (必)

r = 1. 3， 5， .... " s = 2， 4， 6，・・・・・

上式中，H8
(l)' 及て;:[8(1)'は，公式 (34)に示す通りで， HfYは，言たの式で輿へられる。

Hr(2)'= -2r(V瓦耳示-ysr2)sinπr，'+r/(下/長ヰi4+Vsr2) sinhπT!:_ (46) 
cosh n:r r -COSπr/ 

iv) とが中心線 x=al2に闘して斜封構的， ν=bf2に闘して封構的な場合

m二 2，4， 6， . . . . " n = 1，え5，..... 

となるカミら 4Aa=ーと尚一(ao十(ob十(00・

故に

ぃ4zzILdnmη.
間仙 π4pm(α，，)

1 "A，/ f ~ 211 ..¥ D (2)1..¥ I _.n (2)I...d 

十吾玩r亭瓦戸{α♂(1-v)P，P)(~)+C2Q，，(2)(~) J sin n岬

1 ，"， Bm (f) <}./"1 ..¥ D nl/~\ f _I?rl (t'¥f"Vl¥ 1 
十互扇元玩両五P詞詰F記r込L」下dヨi体wιμ2(小1ト一寸ν仇)

f 11 __ ')，.¥_L 4c2 α仇"♂2乎P"Jf{伊仰町2η引}町(~引)+c2Q，.(仰町2勾吋ワ司(臼ωE引)一cが州品汽(は1ト一2釘却5引) ~;~ ~_'Yl ( +A3 {(1-2~)十ー一~2J (A.?J ~ n -\~ J I...~ _~~I， -I ~~: v ¥..l. ~'i I sin nπ叫 (47)
t π ;;-' n(αゾ十c4) _""--"J 

(110 ) 
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三つの境界保件式から，ヨたの方程式を得る。

Hn(2)A，/-竺ー竺12msr{1一ν)2n2+(ν-2)c叫仏宮}B仁十8νπc2J処A3
π b3今」 ρn(sr)

十 16ν(2一ν)c'l叫A3=2同 2a4ア
R川〈が+(2一ν)r.αJt， (48)

αJ十~--"'V" fi4 ~-:-' n:4pr(a，，) 

Hm(I)B間__!_b; ); 2!!αs{(1-v)2mヨ+(ν-2)c
4
/α乃 AJ十8川 C'2[m(l)

四 π a3γ ρ間(品)

R附 {s3+(2-v)ssm2}=2問 22J一一一 ， (49) 
sπ4ρ.(ι) 

rsRrs 1 '" sH/買)' ，""， 1 ._， rHr(l)' d ロー:1.~:，:¥ + f).~，. 2 2J-~:-~; ~A/十 仁 ';!'，;--BrE--T 8 π2Pr(α.) 白川 s- αJ bcF2 7 

ーに(1)'
ニ 4n:C2A32Jで 士 二 千 (50) 

7./s〆十c'事，

563 

上式中 H，，(2)及び、 1，，(2)ば，会式 (44)の H間(ヨ)， [m(2)の c'，ん，r m， r m'に，夫々 c，αn，r?lt r1/ 

な代入したもので， Hm(I)，lm(l)は，公式 (31)，H，.{I)'， lr(l)' は，公式 (34)，H;(2)は，公式

(46)に依0 て輿えられる。

v) とが中心線 x=a/2，ν二一 b/2に闘して斜封構的な場合

との場合には， m， n = 2， 4， 6， .. 

となるカ通ら，4A4=(ωーとασーと01，十 Coo •

故に c-G422-LLsinmminm -fi4間判 π4pm(α，，)

十 2ふ手ι{a，，2(1一山(引+c2Q，P)州 nnn:ll 

1 ~ Bn-/ (r. 0'1 ¥ ~ (9¥/"，，¥ . _/o，..-'¥， I"-'，，，，̂¥ 1 
+"，すでTo2J _~__rr，，，_ { /1m2(1-~伊m(2)(ザ)+CI2Qm(2)(1l) ~ sin mn:~ 

4νπρc'“ jj拙" ， J 

十A4f(1-2~) (1-211)十竺竺2ι2P，，(2)(~) + C2Q，，(2)(~) -c
2
(1-2~L ~ sin nn:ll. (51) 

i π “ n(α:，，4+C4) j 

三つの境界保件式より

H，，(2)A，，'-竺-F23-E1nsr{lー ν)2n2+(ν-2)c4//1r2}B/=--8vn:c2[ n (2) A 4 
π b3γ ρ，(か)

+1空~@二割望竺A4=2vπz竺EFrn {r3十(2一ν)rd，ろ. (臼)
b4fρr(α仙)

Hm(2)Bm'--~- ~:'2J m品 {1ーν)2m2+(νー2)c
4
/α.2}AJ-8問 C'21mP)A4

ρ.(α.) 

+16u(2-u)c;48~A4 = 2vn:2 2J _!i畑 {s百十(2-v)ssm2〉， (53) 
/1m4十c's ポP.(/1向)

a4 '" '" rsRrs 1 '" sH/
z
)' A' I 1 '" rHr(2) 2J三J-竺ー竺ー+一 !L1~~-;~~:_-" A/十万二722J一一':r:'B/ '04 "7 ~ π脅か(品) ， 2νC2 8 ーム王

i … sinh ~ι 一由主主 i
=A414πc22Jっ名古z十・rI:rn:c. v '" 竺三-1

¥--7 Vs♂寸 C" ___'-πcπc I 
¥ COSs

1
/2一cos';-2 I 

(54) 

(111 ) 



564 

vi) 末知係数の計算法

能町純雄

18(2) =一五竺inhrrf辻rssin竺ち:
cosh rrr. -cosπr.' 

(55) 

末知係敢 A"A，/B明 Bm'の値を算出するには，色々の方法があるが，ととには井口博士の方

法を皐げる事とする40

四組の末知数 (An，B附 Al)，(A伺，B明 ，A2)，(A問 B明 ，A:;)，及び (A，.'， Bm'，A4)は，何れもヨた

の如き三方程式で可閥係付けられてゐる。

An+ 2J(J)rn{I)Bγ+ J，/I)A =L，，(I} ， (a) 

Bm十2J(J)"，.A.+Jm(2)A =L摘。1， (b) 

2j1Ji".c1}A.+ 2J1Ji"rBr+ JC3)A =V3) • (c) 
8 .. 

(b)式の雨漫に (J)r"(1) を乗じて各項の2J左とれぽ，

2j(J)r，，(llBr+2J2Jι，(1) (J)r.<21 A.十A2J (J)rn(l) J1'(2)二三三J(J)r，・11)L，.i2)，
とれと (a)式から，2J(J)r，，{l)Brを消去すれば，

An-2J2Jrn(1)(J)r8(2)Asニ L，，(11_2J (J)r1.o1L1'(2) + A(2J (J)rn{l) J1'(2) -J，，(1)). 

lJ(J)r，/吻州(2)= Kns， L，，(l) -2J rn(I(L)e) -" Ln， 2J (])rn(1) Jr(1}ニ L，/ (日)

と主テけぽ，Anは・般にさたの式で表わされる。

A=Ln+AL，.'十三JKnsA..

との式で sは・記競に過ぎないから書き換えて

A，怜fる戸=L，幼什ιる汁+AL，/十号Kιιι勾剖叫‘凶8バ
とずればぽ、，Anを A'1に逐夫代入する事:によヲて

ん =Ln+L，/A祉A+宅κιム陪町φ1

+子瓦ιs悶81弓宅ι1匂守守ιR山μ'屯3(Ls3+L臼Aバ川匂イψFつ)

"イψtJρ Fワ) +子κιι@姐a守 ι1仇♂勾守2写ι仇 子ι民斗t戸-斗J叫吋1s川s勺s，(伍Ls，けz汁凡+ALム久町叩

(57) 

十三JKns1 2J K'ls旬 2JK'!"'3・・・・・ 2ι，8'+1A仏 1・ (58) 
8
2 

... .. ，'l'3 ..勺+1 •• .-

上式中によって Aη は計算出来る。全く同様に B珊も求められ，最後に A は， (c) より輿え

られる。

公式 (58)の右還の牧般に闘しては，後述する0

6 井口博士の方法と Fredholm第=種積分方程式

i ) 保件式 (57)の Fredholm第二種積分方程式への反轄

(56)式を再録すれば A戸 Ln十AL，.'十三JKnsAs・

境域 0くνく1，0くmく1に於て A町 L"，L，人K，町の Objektfunktion(原像画数)おを as，ly，

1/， ky<> とすれば，雨者の聞に失の閥係がある。

4 S.Igu巴hi; Eine Losung fur die Bere巴hnungder biegsamen rechteckigen Platten. Berlin. 
S， 43 (1933) 

5 佐藤常三; 定積分とフーリエ級数 p.482.

(112 ) 
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A戸山 (i)Lazfyusin川 d仏

(出 κU3-川;ιsin町 sinS7TXdνdx 

(ii) I 11) I 

} (59) 

(iv) I 
uu 

G
 

UU 
π
 

n
 

n
 

s
 

仰
w
d

，，e
 

4

1

A

υ

 

m
t
t
a
a
E

，，J 
L
 

公式 (59)(i)， (iv)，式より直ちに弐の閥係を得る。

(1 ~ TT  ， 1 ('] {"l 早ιム=.J。亭 Knsa.. sin S7TX dxニ豆J:.J 。んa"sinnπνdxdy. (v) 

式 (i)，(ii)， (iii)， (v)左 (56)に代入すれば，即ち

J:I;fI 正らーん-Aly'-- 。いxdx]sinn7Tμν=0， 

au-;j;ぃAdx=l巾 1/ (60) 怯って

上式は Fredholmの第二種積分方程式に外ならない。

積分方程式論6によれば ky"，がの， υについて連績，若し〈わ特異性がある制限された極を

持。場合 (60)式は必らや解な有す。

。少な Neumann級数7にて表示すれば

1 {"1 ，_ ，'， "'''' _ 1 ('1 (1 ay=ly+Al/+一去，kyぷ(1十AU)dx十ー ， ， kyx丸、(lx2+Alx{)dxldx22 ，) 0 "Y'"'" ， "，"~ ， ~OV ， 4.1 o，} 0 

+...+(~)γ;j:hbmlhEVE--hV14何

上式中の，ay， kxy， '0三 Fourier展開すれば

A体 =L"十AL'/+ 2J Kns(Ls+ AL/)十 ..0..十

+寄 与瓦阻ん2 ・ K8r"_18ルr+ALV)

とれ即ち井口博士の級童文表示そのものである。故に井口博士の方法は (60)の積分方程式の解を

Neumann級敢に依ヲて求むる事に師着する。

ii) Neumann級敢の牧故にクいて a 

前述したる如く公式 (58)の級教は，積分方程式 (60)に於げる Neumann級敷8の馬像であ

る。故に公式 (58)，の計算法による級敷の牧数を検するには. (65)式に依る Neumann級事立

の牧数を吟味すれば良い。叉・般に Neumann級敢による Fredholm第二賠積分方程式の解

は， 必示、しも牧飲する事な保詮しない9。 故にその牧散の吟味はとの種の解法に於ける肝要た

問題である。

iii) kyxの性質と，公式 (58)に示めされる級教の牧数について

公式 (59)中 (iv)より

ん=2J 2J 4Kn" sin nπν4inS7Tx， 
，る 8

上式中，m， n， s=l， 3， 5，・・・・・とする。

6 池田芳郎; 積分方程式論 p.80~90. 

7 佐藤常三; グリ ~y函教と積分方程式 p. 10. 
8 佐藤常三; 定積分とプ{リエ級数 p.482. 

9 佐藤常さ; グ JJ~ ン函童文と積分方程式 p. 186-p. 157. 
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然る時は， (56)の闘係上り

k~x '= 2J 2J 2J 4@r，.(IJ!lIr/2
) sin nrcy sin sπX. 

!lIrn(l) の値は，

ι，(1)ニ竺ー竺3j}rn主主二主)2一(2一νln・c型。γ

… π b3 ρη(ふ).H，，(1J

上式中，右差の第1項を SI，第 2項をおとすれば

s-4G38Tn8(1-v)2 
1-7F云:(己cy:;瓦町・

然るに，H，，(l) 中のが，下Id~干示を rn ， r，.' I乙3なき換え limrn=αん limrn，=c2f2α"の関係
n今'" >>令。。

を考えれば，

H，，{IJ>(3十ν)(1-ν)α"f2+c4f2α，，3>(3+ν)(1-ν)α'，，/2.

となるととは明らかである。

更に p，，(ι)>2nか(η宮十戸r2)，が成立するから

s.r<旦ヨ)一土豆一一竺ー
....._ (3十ν)π b3 n2十sr2 ' 

ヨたにおの場合は

H.(l)>(3十ν)(1一ν)αn/2+c4/2αPと ρn(ι)>2(n2十ι2)C'2とを適用すれば

S"'>-=c (2:-:ν).4.63xαJ・0
2/(3干可否亡訂 云 b3 n(n2+ sr2)・C'2(αJ+ cI ) 

\~" ， (3十ν)(l-v)J 

s->2d(2-v)n  
2ノ研{3長nr:::'-V)Y!2・五可瓦2 • 

若L.，上式中， νく0.51と治けぽ

故に，
宅診

S2ぐ土豆一竺一
五 ¥π b:1 n2 ßr2 • 

ι，(1Jニ S，-S.ぐ一空 σ土-fL-
rl~ ....1....;.::， ..........π b3 n2+sr2. 

全〈同様の論法で

-'" 4bS 

!lIr.，仰ぐ ・--;;-一一つ一

一 、πa'l r"十α'l. 

今，さえに示す境界値方程式

Aけ 2140?ー竺"B戸 L，.(I)_!，，(1)A 
泊 πb3 n2sr2 

~Õ B間十三1一二一一旦~A.=L"P)-!m(2)A 
間 πa3 m"+aS 

)
 

1
i
 

氏
リ(
 

、Ez--
、tZE--J

を新らたに考えれば， とれの原像画敢によワて作られる積分方程式の Neumann級教は，

積分方程式 (60)の Neumann級数より常に優なる級教であるから，とれの牧般を吟味すれば

良い，新らたな積分方程式の接はヨえの様に興えられる。

kyx = 2J 2J 2J 4ー竺 竺γsinnπysinsπm=2fIII2dきnよ+sr2 r2十α.2 ----....v -----.-.. -J (62) 
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樺性基礎上四議，四隅共完全に自由なる板の曲げについて

{!iし I1=ZZJ4t.一竺γsinnπνsin rπさ，
" ，πb:J n2+sr 

4b3 

12= 2J2J 瓦一一一一一Slnr:rf Sln sπm r 8 オa"r"十αS

IlJ 12 を章一・級教に書けば

1，こす1空里g7l"1色立担竺立型企三盟 主
"7 COSh7l"sr+1 、

cosh 7l"α8~十 coshπα.(1 ーさ)ι=2J cosh7l"α8+1 

従ってヨたの関係が成立する。

11く計四p(一πsry)+exp{一πβ(1-ν)}]sin吋

との右擾の和を求めて

ムくGy.宅介G(l引1・さ

但1- Gy.t;二一一← sin 27l"t; .exp(一伽νL
1-2cos2π号.exp(-2sπy)十exp(-4sπ引，

sin27l"~'exp吋{l-y)}
G(l-y)・5=r一一一一一←一一一一一一一一一了日主士二笠j_f_

1-2円 IS~17.e ・p. xn< ー λ171-布 E ー吋 I~ +p.xn{ -4.17Rr1 ー吋 I~ . 

567 

Gy.t;， G(l-ν)・さの形から直ちに， 11 は U3?にて g→Oなる時tて一位.の無限犬となるとと

が解るが，計算の結果， :?えの闘係がある。即ち

11く-ff1-， Iι2く(竺土一
2ss釘1llπ ν 2αsinπ主，

f: o Slnπさ πβsinπν 

故に， (64)， (65)及び、 (62) より，

1 7. ./ 1 e穴α
百九zくー一一-.---
L; 7τSlll7r'IJ 

号えに f山円中áx==J:J:ld寸五五á~áx
11，と 12 が同 1.:'性質なるととを考えて，上式に (65)を適用すれば

jl-11 4 1 u  ::. ky.r;て・:一一一áxく一五 τ 'I~_IlI'
o t:， Slllπ♂7 r "  ::SIIl 7l"'U 

なる不等関係を得る。

故に ..J.k，，<く一-F三人-0.
~πSlllπy 

ー1 {・， -，τ'" 
~ I ky< k.c.r;axく一て7---82，
4 ・/ 0 7r ::SUl 7r'U 

(+)ソ;j;hgchzz hZJH1く一両trr

(115 ) 
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568 能町純雄

但し lol=ユである。従って新らしく作づた方程式附に封感ずる Neumann級数は，

胃斗士飲するととが解る， 依って積分方程式 (60) より作られたる Neumann級数も必十宵

斗交歓する。

以 kは 1n"r，n， sの奇数の場合について論じたが，(m， r)或は (n，s)のいづれか一組又は，

雨方共，偶敢ならば，'m，n，r，sが凡て奇数の時に比べて劣級教であるから，一様l枚数すると

とは勿論である。

故tごとの計算方法によって，眠 r，n，s，を充分大き〈とれば，項を重ねるtて従οて}日制直に

近づ(，又賓-月j的tては，若干項を採用する事tて主って，満足すべき結果を得るものと考えられ

る。との場合 νく0，51fてついてまり詮明をして居ないが，賓際上の νの値はとの保件を満足

するものである。

7 荷重項の分解

公式 (21)のと中，荷重位置が任意で，短形型等分布荷重の場合Iて治ける二重扱散としての荷

重項は， Navier氏10に依り， 更にそれを単一級教とせるものは井口鹿象博士11iてよクて輿

えられて居る。而し本論の計算方法にまる時は，中心椋 x=af2， ν o~b/2， に闘して各々封稿

及び、斜封稽なる四つの組合せにまる四つの画敢に荷重項を分ける必要がある。

Navier氏tて依れば，

R=.，= __l6 
m1!=五局bjsin m7T50・sinm7r~1 ・ sin nrr守0・sinnπマ1

故に荷重工員は，失の如〈書〈ととが出来る。

持品sinmrrr; si…界川nmπ~sin州

t 

一一
γ 

BA  Y l 

一 ¥0 
トー

L x 
o B' A 0 

。
第2岡 第 3圏

10 A. Nadai; Ela日tischenPlatten S， 114~119. 
11 S. Igu巴hi; Eine Losung fur die Ber巴巴hnungder biegsamen rechte巴kigenPlatten， Berlin， 

S， 28. (1933) 
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3塑性基礎上回遊，四隅共完全に自由なる板の曲げにワいて

但し ;t _j_~竺型空旦竺!日空君主1り竺n坦Qsinn塑L
4 循ー がmnρ加 (α?ι)

さ1=♂l/a，~O=XO/a， 万ニY1/b，布。=νo/b，

m=n=2，3.4.. ... . 

569 

上式中，m=l， 3，5...の場合をには荷重は x=a/2に関して封稿であるから，荷重項の2Jを

求めるにあたヲて，第 3固の OY，BB， AA， OAによワて分かたれる三ワの範聞に0 い

て計算する。

主が O-yと B-Bの間にある時，

さくら -~1 ， ~くら十 ~1 ，

故に (a)式右謹に

4sinmπ~o sin m7r~l sin m7r~ 

=sin m7r(~O-~l 十き)十 sin m7r(~o ーさl-t)

-sin m7r(~o十ふ+さ)十 sinmπ(占。 +~1-;)

を代入して，m について加え合わせれば

2J2J2(1一(-l)m)Amn sin m7r~ sin n7r71 
'in n 

=亭一竺塑字詰ZPお子坦{αm

一 P!J九1し0+刊号〆十 p~.l.九1(1.L~L

Q~.I.~Oιト叶モい十 Q!CJ:LLLL0U内+

さが B一B と A一A の問にある時，占。+ç71>さ>~0-~1 ，

故に 2J2J2(1-(-1)mAm叫 sinm7r; sin n7r71 
地位

(66) 

予一旦鳴芸品ヂヤ(pf，I.1，刊号十札。十三1-PCLUE1パ叫い1-')

十C2(QJJlrVE十 Q~，I.);;_ ，O+ ミl-Q~1い1+ 1;十 QilLH1寸)-吋 (67)

さが A-Aと O-y'との間にある時は，さ>;0-;1，さくら十;1
故に2J2J2(1(一1)明 )A""， sin m7r~ sin n7rザ

m n 

=手一 竺q喧哩て?竺て2Z;2?Z氾ユプ?叉!1l:刃:T?卸~{μα仏ω州"♂パMるPパ府川2吋叩(伊例P糾jJ主L内片「一P叫jCJLいv州t勺γ1一 P};.弘1門，-一P叫r民lLT、ヤい竹0-付-寸叶寸号匂1)) 

+切州叫d刊2(Q~.1れ九Lしい0ド戸円一寸で

公式(侭66)，(侭68創)に於て P外J(iり)を P，，(2的}に，Qnροω) 供 Qι?勾JJsρ(σ2) に1治忌〈時は， ;が O一Y とB-B，

B-Bと A-A， 及び，A-Aと O-y'の間にある場合の x=a/2に闘して耕封稿た:荷重項

の部分となる。

以上述べた凡ての結果に於て，nを奇主主iてとれば， ν=b/2rc闘して封構た nを偶敢にとれ

ば，斜封構た荷重項の部分となる。

(117 ) 
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8 特殊な場合に於ける量値計算倒

本列のlJfAf，用としては，舗装板，滑走路板， Floating Foundation等を考える事が出来るが，

板に浮き上りを生十、る荷重扶態の際は，貫際と理論の間に

ークの矛盾が存在する。即ち，第4固に示す如〈貫際の場

合には，浮き上クた部分が基礎と絶縁して，基礎反力は存

在したいにも拘ら十，理論では，負の基礎反力が恰も荷重

の如〈作用するととである。然~，浮き I~ りは，常に荷重

の位置工り離れた所に生守、るから，最大曲げ鹿力や，最大

沈下に及ぼす影響は，非常に小さいと考える事が出来る。

敢値計ー算に劃する諸係教の値はヨたの如くでるる。

Eニτ210，000kg/cm2 (Youngs係数)，

a=400cm (謹の長さ)，ドコ1/6(ポアソン土七)，

K=10g/cm3 
(基礎係敢)， h=15cm (板の厚さ)，

À4=存~=1，蜘× 10-7，
N Eh3 

=一一一一一=60，748，000kg cm 第 4国
12(1-v2

) 

勿論板は凡て弾性基礎 1::.にある場合で，ヲたの三種の境界保件tてクいて計算ななした。

即ち， i)四港四隅共完全に自由なる板， ii)四謹共完全に自由で，四隅のみ支持され

たる板， iii)四遺共車純支承なる板の場合を採用した。

iii) は i)，ii)に封する比較のために計算したのである。

i) 四謹四隅共完全に自由な板

a) 姐形型部分分布荷重のるる場合

荷重の位置は，第5闘に示す通りである。

従って お1=払 =50cm，ふ=引=1/8，

xo=Yo=200cm，さ。=ザ0=1/2， 

此の場合，荷重欣態は，中心、繰 x=a/2，y=b/2に闘して共に

封稿であるから，公式 (30)，(32)， (33)左適用するとととする。

aJb=α=sニ 1， A鳴 =Bn

の関係より， (30)と (32)は同型となる。故に (30)，(33)より

A泊と Alを求め得る。 (30)，(33)は

震際

場骨

上

第5国

4 "" rn3(1 ν)ヨ+(ν-2)c4nJrH1l(l)An- :::: 2J一一一一- 4 Ar+8悶 C2[，，(1)Al
(r2十n2)2十C

R品γ 轟ベ〈伊f戸3十(但2一νゆ)vνα此7玲JιP2
=2vνπポヨ三訂ユ一一一 一

π4Pr(h) 

(75)は，次の長nく書く事が出来る。
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5翠性基礎上回港，四隅共完全に自由なる板の曲げについて

A叫 - 2JIDr，.(1)Ar+A l]，.=Ln， 

のー竺_nr{(l一げが十(ν+2)c4/r2}
川 π ←て万矛T{(n2+1雨量干c~

T 8νπC2I，，11) 
一一一一一一-

J'''- H1'(1) 

ム=21171'2); Rr" {竺型企虫色立
A 1 7 H ρr(ん)

I> _ 16sinmπ山sinmπ1/8sin nπ1 h sin nn: lJs 
u ，刷込 π2nm 

井口博士の計算方法Iて従クて A1' を展開すれば失の責nくである通りである。

A戸L，，+手emLz+2pι?~f])1"2rム+・.

-A 

U1'(i)， V，/i) を共の如く治く [1/8 c4πν1・2JID"，，]， =U，，(I)， 

[lj8c4πν]・2J2JIDrlnのIr2r1]r2 =U1'(2) ， 

[1/8c4πν]・2J・2JIDr)" ID""'1 ・・ .(/)l'iri-1J~

[π3/2ν1・2JIDr"Lr =V，.(1)， 

[π3/211 ]・2J2J IDrln IDr2r) Lr2 = V1' (2)， 

[n:3/211]主計"'lnQ)rZr1 • .… • IDriri-1 L"i = V，.( 

む}=イE手亘，
c4ェ 43.2652.

r，.， r，/， H，，(1)は第1表tて依ワて輿えられる。

叉 QJr'J1 の値は第2去に，V，，(i)， U，，(ふ}は，第3表に示めされる通りである。

第 1 表

n T叫 π n τ'l~/7C n H，，(l) 

1 6， 14524 1 5，28151 1 14，0718 

3 9，97110 3 3，25556 3 5，0631 

5 15，8410 5 2，04891 5 6，8540 

7 22，0405 7 1，47661 7 9，3306 

9 28，2976 9 1，14699 9 11，9195 

11 34，5702 11 0，93889 11 14，5382 

13 40，8484 13 0，79454 13 17，1677 

15 47， 1289 15 0，68869 15 19，8013 

(119 ) 
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第 2 表

(br，，' H" (1) 

γ n=l n=3 叫 =5 n=7 n=9 n=l1 n=13 悦 =15

1 --2，117988 --1，947939 --0，548291 --0，158680 --0，039044十0，004428十0，020788十0，028746

3 --0， 216438 --0， 079938十0，136149十0，197878十0，200264十0，186525-r0，169891十0，154155 

5 -0，021902 十0，049013十0，177585十0，249132ート0，269621十0，265092十0，250810十0，233724

7 --0， 003238十0，031345十0，127109十0，209591-rO，258641十0，279145十0，281927十0，275198

9 --0，000483十0，022251十0，083216-r0，156462 +0，216843十0，256280十0，271971 + 0， 276336 

11十0，000037十0，013873十0，054771十0，113042十0，171560十0，219163→0，252533十0，272948

13十0，000124十0，009048十0，037102十0，081766十0，133239十0，180808寸0，220081十0，249083

15十0，000127十0，006143-r0，025969十0，059933十0，102563十0，146785十0，187090十0，220503 

第 3 表

5 

叫よる18c4πν U，，(l) Un(2) U，，(3) U，る(4) Un(5)ふる18c4ITJ)十:8U"li)

1十0，02306 一0，00388 十0，00073 0，00012 十0，00002 ← 0，00000 十0，01981

3十0，02572 --0，00918 十0，00162 --0，00031 十0，00005 0，00001 十0，01789

5 十0，00801 -0，00104 -r0，00007 一一0，00002 +0，00001 0，00000 十0，00705

7十0，00307 +0，00041 -0，00020 1-0，00004 0，00001 0，00000 十0，00331

9 十0，00146 十0，00069 一一0，00021 十0，00004 -0，00000 0，00000 十0，00198

11 +0，00080 十0，00059 -0，00018 十0，00004 0，00001 0，00000 十0，00124

13 +0，00048 十0，00041 0，00020 十0，00004 -0，00001 0，00000 十0，00074

15十0，00031 +0.00038 --0，00018 十0，00004 --0，00001 0，00000 ート0，00054

第 4 表

U 戸

n π，3/2νxL，‘ V，，(I】 V，.(2) V，る(3) V，，(4) V，，(5) π3/2l'xLη+24・V怖い}

1 -0，0007139 十0，0001151 -0，0000218 十0，0000041 -0，0000006 十0，0000001 -0，0006170 

3 -0， 0004972 +0， 0002829 -0， 0000483 十0，0000092 -0，0000017 +0，0000002 -0，0002549 

5 +0，0000396 十0，0000483 -0，0000026 十0，0000011 --0，0000001 0，0000000 十0，0000863

7 -0， 0000009 -0，0000027 十0，0000051 -0，0000006 十0，0000001 0，0000000 十0，0000028

9 

11 

13 

15 

0，0000000ー0，0000051 十0，0000052 -0，0000004 十0，0000001 0，0000000 -0，0000002 

0，0000000 --0，0000058 十0，0000044-0，0000004 十0，0000001 0，0000000 -0，0000017 

0，0000000 --0，0000052 十0，0000035 -0，0000003 十0，0000001 0，0000000 --0.0000019 

0，0000000 --0，0000044 十0，0000027 -0，0000002 十0，0000001 0，0000000 -0，0000018 

以との数値より， Alを求めれば，

Al=ー0，667x10ぺ
故に，隅黙の沈下は

qb4 

てiV-A1= -0，002809. q. cm. 

即ち，j手き上りを示す，との値より A"るは，第4去の如〈輿えられる。

(120 ) 



部性基礎上四港，四隅共完全に自由なる板の曲げについて

更に，計算を行なろととに依ヲて，x方向曲げモ{メント M，及び沈下

W は，第5表の如〈求められる。

計算値の検算

との板上の外力のf衡を考えるのに，

f'AW.K ル JAq'f州 dA

573 

第5表より輿えられる各黙のW の値に依って，上式の左遣を梯形則により，敷値積分すれば，

f'AW.KdA司 W.K=l肌 q.m2

第4表 第5表掠性基盤上四選，四隅共完杢自由なる板

n A" W(cm q) 

1 -0，001024 

3 -0，001843 
。/8 1/8 2/8 3/8 4/8 

5 十0，001194 明叩描110脚 12 -0，00166 

7 十0，000461 1/8 I -0，00212 I 0，00096 0，00123 I 0， 00307 0，00394 

9 -0，000274 
2/8 I -0，00174 ! 0，00123 0，00557 0，01099 0，01374 

11 -0，000168 
3/8 1 -0，00166 : 0，00307 0，01099 0，02893 

4/81 -0，01066 1 0， 00394 0，01374 0，02893 0，03784 
13 -0， 000099 

15 -0，000074 M，，(kg・cmq)

Jl l 
0/8 1/8 2/8 3/8 4/8 

0/8 4 -1 -2 -1 

1/8 -6 -9 12 21 

2/8 一-36 -40 50 124 

3/8 -77 98 147 373 

110 -134 214 447 

然るに右蓬の値は JAqf(仰 )dA=q.m2， 

故に，との検算による誤差は， 8.7%である。とれば A"の決定に際して， 15項以上を無胡

し，積分を梯形則によ0 たζ とに起因する設差である。第6固，第7闘は，各々 x方向曲げ

モ{メント固及び、等沈下曲線固を示めす。

b) 四隅に各々貼荷重 Q がかかる場合

との場合は

a2W 
2N(1- ，，) 一 ~=Qaxay 

となり，とれより (33)式は

R~.， • ~~ Hー(1)' .• ~ ^ [，(1)' Q 
Lj2.1~三よと十2 2.1ーとー+4Al 2.1 πc2一三一一=一一竺-
r s ρ1.(S) I ~7 s I ~.L.l t7HV 1ノミ耳五 2(1-，，)a2 

(121 ) 
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第6圃 m方向各甑面 Mx曲線圏 第7園等沈下曲線圏
w=ωIX10-4 q 園は w'を示す

上式より Alb決定するととが出来る。 A"の値は b)の結果より直ちに求められ，x方向曲

げモ{メシト M" 封角線方向主曲げモ{メント M1，Mョ，沈下 W は，第6表に示される通

りで，最犬尚けやそ{メシトは隅黒崎，聖母角線方向に生やる。

数値の検:算

第6表 5理性基盤上四漣完全自由なる板

W(cm・2500Q)

0/81 0，1035 

1/81 0，0514 

2/81 0，0171 

3/81 0，0038 

4/81 0，0007 

0，0514 

0，0316 

0，0050 

0，0015 

0，0030 

2/8 

0，0171 

0，0050 

0，0042 

0，0041 

0，0044 

Mx(kg・cm1000 Q) 
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6

8

0

7

8
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/1 附 11/8 

0/8 322 

2/8 

236 

230 

140 

79 

77 

43 

24 

M1(kg.cm 1000 Q) Mikg・cm1000Q) 

主 0/8 1f8 

r; Of8 1f8 

500 340 
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弾性基礎上四漣，四隅共完全に自由なる板の曲げについて 575 

a) と同様に，童文値積分をなせば，

jAW kdA4協 4Q

然るに，荷重はむQ であるから，課差ぽ， 7.5%である。第8闘，第9闘は，曲げモーメシ

ト圃及び、等沈下曲線闘を示めす。

J 

第 B国 m方向各断面 M"曲線園

ii) 四遺共完全に自由で，四隅のみ支持される板

c) 短形型部分分布荷重のある場合

荷重の位置は， a) と同様である。

X1=Y1 =50cm， 

:/. 

400Cm.. 

クづツ
11 

らfト--J4 /¥〉¥5J¥ ¥ 
10.1 

ン
32 y 2 -.] 

2 '-.15 てミ引
/ 

17 日/ 4 1-4 4 4 4'¥15 
/ア

γ 2 島4 5 4 5 -4 

¥ 
3 日 4 日4 -4 -4 4 ア/

'ー

4 -2 -4 ー5 4 -5 

/ 
2 14 

ト¥

.;_"-5 " 
-4 -4 -4 4 -4 

Pづ
Jア

ト¥ / 曲

¥ぐピ¥1
5 えにン 之

I ï.~ l彩
51 

o 103 51 17 4 I 4 17 51 103 コζ

第 9国等沈下曲線園
w=w'xl0-3 園ば w'を示す

';1=ザ1=1/8， 

xo=Yo=200cm， ';0=布。=1/2.

第 7表蝉性基盤上四遺完全自由にして四隅支持せる板

W(cm・q)

。。/ 
凸
U

F
古

切
マ

1/8 4/8 2/8 3/8 

mooooool-00007 -0，00128 0，00156 0，00164 

1/8 I -0，00073 0， 00007 0，00137 0，00303 0，00386 

2/8 0，00128 0，00137 0.00551 0，01088 0，01362 

3/8 -0，00156 0，00303 0，01088 0，02241 0，02882 

4/8 -0，00164 0，00386 0，01362 0，02882 0，03754 

Mx(kg・cmq)

4/8 n
x
u
 l

 

A
U
 

A
炉
、

切
He

1/8 2/8 3/8 

0/8 -4 7 -5 -3 

1/8 -18 -21 2 13 

2/8 -43 47 44 119 

3/8 94 -114 146 371 

4/8 104 -136 214 446 

( 123) 



576 能町 d 純雄

Al， Aniの値は， a)の VJ!より求められ，X 方向曲げモ{メント Mx，沈下 W は，第7表

に示されて居る。

又第 10闘，第 11園は，各々曲げモ{メント国及び等沈下曲線闘を表わす。

望

。

第 10園 m方向各断面 M"曲線国

d) 板全面に等分布荷重のある場合，

との場合，

H ...... 

Xo=Yo=200 cm， 

E 

。

第11園等沈下曲線園
w=w'X10-"q闘は即F を示す

さ。=ザ0=1/2，

Xl =yl cc200cm， ~1 =ザ1=1/2. 

付制噌色

x 

A，.の{直は， a)の U，，(I) より求められ，X方向曲げモーメント M"，封角線方向曲げモF メン

トMl，M2 及び、沈下 W は，第8去に示す如lくであり，第 12圃，第 13園は，各々曲げモ戸

メント圃及び笥;沈下曲綿闘を示す。 b)を反封にした場合と同型である。

第8表蝉性基盤上岡遺完全自由にして四隅支持せる板
W(巴mq)

0/8 1/8 

0/8 0，0000 0，0503 

1/8 0，0503 0，069.5 

2/8 0，0836 0，0952 

3/8 0，0964 0，1015 

4/8 0，0994 0，1029 

iii) 四遺共翠純に支持される板

e) 短形型部分分布荷重のある場合

荷重の位置は， a) と同 a とする。

Xl=Yl=50cm， 

xo=Yo=200cm， 

2/8 3/8 

0.0836 0，0964 

0，0952 0，1015 

0，1041 0，1040 

0，1040 0，1044 

0，1043 0，1041 

~1= 可1=1(8，

~o=η。 =1/2.

(124 ) 
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0，0994 

0，1029 

0，1043 

0，1041 

0，1038 



略性基俊上四遺，四隅共完全に自由なる板の曲げについて 577 

M~(kg.cm q) 

~ 1 0/8 1 1/8 1 2/8 3瓦[明
0/8 

1/8 

2/8 

3/8 

4/8 

5雪2

427 

252 

165 

127 

M1(kg・巴mq)

言 0/8 1/8 

可 0/8 }/8 

616 879 

J 

第四国 m方向各断問 M"曲線閏

406 

404 

247 

139 

135 

208 

306 

174 

75 

46 

134 

243 

142 

64 

15 

Mz(kg・cmq)

戸
内
、 月

一
月
一
目
指

8

8

一
念

事

d竺色
x: 

第四国等沈て下曲線問
w=w'>く10-3q 闘は w'を示す

x方向曲げモーメント及び、沈下 W は，第9表に示されs 向，第 14闘，第 15園は，各々的げ

モーメント闘及び、等沈下曲線闘を示す。

第9表部性基盤上回漫単純支承なる板
W(巴mq)

1/8 2/8 3/8 4/8 

0/8 0，00000 0，00000 0，00000 0，00000 

1/8 0，00065 0，00194 0，00363 0，00447 

2/8 0，00194 0，00570 0，01093 0，01364 

3/8 0，00363 0，01093 0，02225 0，02861 

4/8 0，00447 0，01364 0，02861 0，03728 

(125) 
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M必(kgjcmq) 

1/8 2/8 3/8 4/8 

0/8 。 1 。 。

1/8 20 -21 5 15 

2/8 -51 -52 43 119 

3/8 -91 104 143 369 

4/8 -113 -144 210 444 

400Cm. 4l)ocm 

どL-l一 一 」

し一一
I 16 

」一一一一ー一一~ー。 工。
第14圃 m方向各断面 M"， 曲線園 第15園等沈下曲線闘

w=w'X10-4q 聞は w'を示す

f) 板全面に等分布荷重のある場合

Xl =Yl =200crn， 

xo=Yo=200cm， 
~1== ザ1=1/2，

~o= 守。 =1/2.

との場合の♂方向曲げモ{メント M.c， 封角線方向主曲げモ{メント M1・M2 及び、沈下 W

は，第 10表に示されて居る。叉第 16園，第 17園は，各々曲げモ{メント国及び、等沈下曲

線闘を表わす。

0/8 

1/8 

2/8 

3/8 

4/8 

第 10表嘩性基盤上四謹車純支承なる板

W(cmq) 

1/8 2/8 3/8 

0，0000 
〆

0，0000 0，0000 

0，0373 0，0572 0，0646 

0，0572 0，0912 0，1009 

0，0646 。，1009 0，1146 

0，0661 。， 1035 0，1176 

(126) 
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0，0000 
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0，1035 
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579 弾性基礎上回遊，四隅共完全に自由なる板の曲げについて

Mx(kg・cmq)

2/8 4/8 

0 

789 

590 

272 

146 

3/8 

0 

782 

592 

286 

165 

o 
739 

567 

305 

203 

]/8 

0 

544 

420 

257 

196 

守 E

0/8 

1/8 

2/8 

3/8 

4/8 

M3{kg・crnq)

~ I 7(8 8(8 

ザ 7/8 8/8 

207 -1021 

M1(kg・cmq)

さ 018 1/8 

マ 8月ι1/8

1021 881 

!?i  
、。

込
q

第 17箇等沈下曲l貰園

w-=w' >くlO-:lq 闘は w'を示す

m方向各断固 Mx曲線闘第四国

との場

数値計算例tて封ずる考察

短形型部分分布荷重に封して， b)， d)， f)，の三種の境界保件場合につき比較するに，

合荷重の位置が板の中心部に在るために，境界の影響は，僅少で、，その最大曲げモーメシトは

iv) 

前後の差異を示ずに過ぎない。故にかかる荷重朕態に際しては.J'fL純支1% 三者殆E等しく

その結果を他の境界の板に封して，充分趨用出来る。

例えぽコンクリ F ト舗装路の如きも

持の板として計算し，

結 言

以上弾性基礎上に在る，四謹四隅共完全に自由友る板，

(127 ) 
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のに於ける曲げの二，三の性質を示すととが出来た。更に著者は，理論による結果と，賓

際に行なわれた賓験の結果との比較をなし，との種理論の臆用について，研究を進る積りであ

る。

格りに室蘭工業大準長井口鹿象博士の指導を受け，又圃表作成にあたヲて，室蘭工業大撃

土木教室助手牧野正友氏の援助を受けた。此庭に記して謝意を表す次第である。

く昭和 28年 2月 27日受〉

@ 
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