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(n十 1)次元のブィンスラー空間内の超曲面の

主法曲率の新しい特性付け

永田 平令

New  Characterizations of the Prindoal Normal Curvatures 

of a H ypersurface in an (η+ 1)-Dimensional Finsler Space 

Yukiyoshi Nagata 

Abstract 

In this pap巴r，the pres己ntauthor gives new characte了izationsof th巴 princi-

pal normal curvalures of a hypersurface and the lines of curvature of a hyp巴ト

surface in an (月十l)-dimensionalFinsl日rspace. And thes日 characterizationsare 

obtained by h:，8 using th巴id巴ヨ， that is， th巴princip31direction of a vector field 

in the hypersur:ace. 

I 緒 =-
霞

ブィンスラー空間の部分担問の坦設は E.Cartanl， M. Haimovici2， H. Hombu3， 及

び E.T. Davies壬等に依って研究された。この治文では E.T. Daviesが耳目、扱った単 4 法令泉

に沿って elementof support を持、つフィンスラー空間内の超ul:1面を考え，その上の一つ乃

ベクト;t.-野の法出1率Y 主方向等の概念を定義し起IUI!tiiの主法曲率及び凸率;111棋に析しい意

味付けを与えた。

記号法はE.Cartan及び E.T. Davies lこ倣った。
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206 永 III ~r 令

基本二次形式

(1) ds'=g入μ(x，x' )dxλdxμ，U 

を持つ (n+l) 次元のフィンスラー空間 F"れを考える。その"'~でのベクトノレ X入の絶対微

分 DX入は次式によ って与えられるJ

(2 ~ DXλ=dXλ十CI'-̂ νXμdx'ν十1'1'-̂νXμd~' 

こ "~こ ，

(3) rμλν=1'*μλν十Cμ入pX'σI'uP
ν

今，X'i方向の単位ベクト Jレを ?とし， ωμ =DIμ とおけば， C 2)， (3)に依り

( 4 ~ ωμ = dlμ+ lν l'九μσ dxσ

が得られる。

又，D X入は次の形で書き表すこともできる 08 即ち

(5) DX入=(X入 μ+XνAνλ，，)(ul'-+Xλ』μdxl'-

こ.'dこ

X λI ~ÇI _笠と-
，μ一~δx'μ ，

δX入 、入 δX入 δCν
μ= ::~，，- -+Xν l、 : νμ ー ー ・

e)xμμ ()x'νδx'μ 

今，
の

( G ) で"Xλ三 X入 1<， ヤμXλ 三ヲX 入 '，<+Aμ入μXρ

とお;ナLf.
。 1

(7) DXλ=マμX 入dxl'-+ヤμXλωμ

と表し得るu

目 超曲面の基本量友びそれらの問の関係式

今.F:叫 1 内で elementof s江ppοrtを単ーが;線にJflつでもつ超曲illI S: xλ=x入(u'，・

un
) を考える。

6 x'入 はフ ィ γ スラー空間 IJ~ η eJement of support と呼ばれるものを炎はし， ギリシャ文字て古き

表された添数は 1. ・・・，n+ 1なる値をとる。叉， 右辺 g入μ(x，x')dx入dxl'- の僚に同一項の'1，に
l司一次:'j:が下添数及び 卜j!J~数として脅かれている と きには，その文'tがと り得る総べての値に対して

gλμ(x， x')dxλdxμ の形の項を作って加え合わす~J~ を:意味するものとする。即ち， 右辺は
n十1'l+l 

ヱヱg入μ(x，x')dx入dxl'- を fi~l~号して書き炎したものであるの f，¥i詳細;工 L.P. siscnhart. 
入ー1 μ~ l 

Riema口niangeometry， Princeton Uni versi ty Press， (1949)のI章を参照の事。

7 E. Cartan. Les e3pace3 de FinsJer， ActuaJit~s Scientifiq ue3 et IndustrielJes，79 (1934). 1， VI 
8 E. Cartan. Le3 espaces de FinsJer， ActuaJitお Sdentifique3et InjuヨtrielJes，79 (1934). Vll 
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(1l.;1)次 Il:J)ブ fンえ ヲ{笠間il J'))ぷl!ll líü の U' dll ~容の新し\， ， ~守i:ifi H ':'.01 

(8) 'g o(ll)= gλμ(x.xつBa ~Bl，1". B B，， =̂-_i7竺-
u - ou'" 

とおき， Jgαb(U)を Sの基本計量テンブノレとして採用する。 !'.G"abiキ0なるときには，次式に

よって ，gbCが定義される。即ち

(9) 'g吋 'gbc=Oc"

従って

(10) B入α='gOdg入μBaμ

とおくことに依り B入刊を導入することができる。

我々の考える場合に於いては，れは S の法棟方向を有つから次の関係式が成立する。10
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d) BâBμα=Bμ入，

e) Bμ入 十J入lμ=0μλ

上式 (11) c) よりれが =0が得られるから

(12) 色〉入 ー_R 入w"-U(j LU ， ωα=Bμαωμ 

となる。 従って (1)を利用すれば，超曲面 LのJ;向 dxλ=乱入dt(に対して(12)は次の

形に表される。11

I_  j δJμ¥l  
(13)ωλ=BぺBJ(5F+rVσJρBcづJdllC=-Bâ nαcduC 

こ'..vこ
/ δ J μ¥  n九 =_B，/i( -~~ - . 十 r九μσJρ B， σ )
¥ oU" J 

従って，方向 dx入=B，， ^duC にヲ(~- -?'る F，山中のベクトノレ X入の絶対微分は (7) 及び (13)

に依って
。 1

(14) DXλ=(マνXりBcVdu'ー(マνX勺Bav[)_んduC=DcX入duC

但し
。 1

D，.xλ= 仏νマνX入ーでνX入 B"Vl2•0

に依 り与えられる。

今，Fn+1 q-!のベクトル βJ を考えると，次式が導き出される。12

(:5) DB"A=D，β，， d̂u.̂=(δρB，，̂十rμ入cBa"')duη

9 ラテン文守:で書き表された添数は 1，・・・，11の潤の値をとる。
iO E. T.Davies. Subspace of a Finsler space， Proc.London Math.Soc.， 49 (194ラ)，19-39. 2，8 

II E.T.Dal'ie3. Subspace of a Fin<;ler space，Proc.Lcndon Math.Soc.， 49 (194ラ)，19-39，8 

12 前/1'， 11. 
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こ¥dこ

oB一入

δ"BaA
三一正 udUじ V

永岡 幸令

1寸μλc三 I寸ホμ入νBcν-AμλνB'I>f2.dc

Sの中での接続径数 (connectionparameters)は

(17 )γ1ん=B入α〔δ(.B，/+1'μ入"B/，'")

に依り定義される。

叉，オイラ{曲率テンユfノレ (Euleriancurvature tensor)は次式に依って与えられる。

(18) f2bc= 1入(δ"BoA十r*"" A，Bo"" ，，>)， Bo"" c> == BoμB，Y 

(17)， (11) e)及び (18)にf{¥り

(ο19)δuBω(LQ:'，:=;:: Bc“γα，，"/，-1'宅;LjμJωヘuB，，'μL十J必nu“l

右なごf得守る 0
1苫

IV 定義及び結果

以下に時いて諭じられる結べての空間の基本二次形式は正定値であると仮定する。 sの各

点に対して，任意の或る一つの単位ベクトル野 f を関連せしめ， (従って f は f 二 v"Ba"'，

fgα/，v"vo= 1をi捕す。) sを曲線に沿っての弧の長さと Lて， s上の曲線を C:が，=un(s)， 

〔α=1，・・・，n)で表L， (19)を利用すると， c j~_の一点 P で次の関係式を得る 1壬

Dv必 Dvα du"
(20jds一=__:~ds-Bu"'+n刊lf dsJω 

担し

Dv必=dv“十rpヘuμdub， Dvnニニ dvn.十fγr九du"

dub 

(20) の右辺に?二日られた Qαuvα ds を点 Prこ於ける曲線 C に関するベクトj!.-野 f の法

曲率(附malcurvatc吋とい.'..， eムパ書き表すo(ιe  は f2u/，vα21j がlE

ときにはオ1.，負のときには-]なる値をとる。〉 そして f が単位ベクトル野でないとき

には， もっと一般的に

(21) e '"kn = ____ f2(iov
a
d竺L-r一

('gωdul1'dub' gCJvc
VJ)2 

に依って f のatl線 C に閣する法1L1率を定義する。15

13 Y_NaJata. Normal curvature of a vector field in a hyperaurface in a PinョI白rspace， 
Tensor， New Serieミ， Vol. 5， No. 1 (1955).奇l

14 Y.Nagata. Normal curvature of a vector field in a hyp~rsurfac巴 in a Finョlεrspace， 
Temor， N ew Series， Vol. 5， No. 1 (195め. ~2 

15 前向 14 
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定義 1 e・ιaの零でない極値を S 中の点 P に於けるベク卜JL，.野 v'" の主法曲率

(principal normal curvature)とい'>.，その対応方向を点 Pに於けるベクト)J..野 f の

主方向 (Principaldirection)という。 げの主法曲率は

(22) 1ψαbー(必n)2'g"bl=0， (a， b二 1，・・・，n) 

の+良に依って与えられ， v'"の主方向は

(23) {ψω一(品aYFgαb}duO=O

をみたす dub となる。こ Lに、tαbは

(24) 

である。

ψ 一一色uf2d"V"l〆
αb-Fgefucuf 

又，各点での方向が一つのベクトル野 f の主方向となっている様な S上の曲繰をそのベ

クトル野の曲率曲線と名付ける。

定義 2

(25) nαb-K'g"b'=O 

の根 K"，(h;=l， ・・・，n)を Sの主法曲率とい'>.，

(26) (f2αb-KI/gαb)ν(，，)=0 

にt~くって定められた方向 ν(めを S の主方向と Lヴ。又，入JY(ft) に依って決定された曲棋を S

の曲率曲線 (linesof curva七ure)と名付ける Q

定義 3 sの各点での方向が Sの主方向を構成する様なベクトル野公 S の主ベクト

)1..'，野，或は主野 (principalvector field， or principal field)と呼び，点 Pでの Sの

主野のベクトルの方向及びその方向に対応する Sの主法曲率を夫々点 Pに於ける Sの対応

主方向 (correspondingprincipal direction)及び Sの対応主法曲率 (correspond ing 

principal normal curvature)と名付ける。又，Sの主野に依って討とめられた止II棋を Sの

対応曲率曲線 (correspondingline of curvature)と呼ぶことにする。

v"'=v"Ba'"とすれば， Si*Jの一点 P での f の主方向は (23)に依って

(23)' {ψ帥 〔ん)"'goo}duo二 0， (α， b=l，・・・，n) 

をみたす du"として与えられる。今，特に f が S の主ベクト)v野であるとすれば， v"は

(27) {f2叫-K'g"./!}vo=O， (a， b=l， ・・・，n) 

を lih\りす。こ L に， K は S の)(~応主iJ::;D:II率である。 (23)' より

、tαoVαdub

心k，，)'= 一一一一'g川"vadul>

を得る。従つ ζ(24). (2iコ右手IJJ-Ijすと):Jl~;により (必心ヨコ/(' ;1)，導力、れ，点 P に於いて

(209) 



210 永田幸も

e.み均=Kを得る。

即ち，次の定理を得る。

定王量 点 Pでの Sの主ペクトノレ野の主方向及び主i火山率は，夫々点 Pでの S の対

応主方向及び対応、主法Ifu率になる。従って S の主ベクトル野の曲率主1棋は S の対応曲率dh

棋となる。

V 結 -Eヨ
本論文は内地研究(佐北大理学部〉期間中に修得した研究結果16 に引き続き，それに関連

して新しく得られた結果を簡単に記述したものである。この意味において，内地研究期間中に

色々と懇切なる御指導を賜った北海道大学理学部教授河口商次先生に対L，ここに亭く感謝の

意を表したい。叉，その期間中，種々御協力下さった本学理科教室の教官各位に対しでも，謝

意を表する次第である。

(昭和乙O年 5月12日受fJ)

16 Y.Nagata. NormaI curvatJre of a vector fielc1 in a hypenurface in a Fin;ler space， 
Teu''lor， New Serieち Vol.5， No. 1 (19何)• 
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