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表面に垂直及び水平荷重た

受げる梁について

能町純雄 菅原 辛子

O n  the Stresses of Beam under Surface Tractions 

Normal andl Tangential to its Axis 

Sumio Nomachi Noboru Sugawara 

Abstract 

Prof. A.E.H. Love states， in not巴 312.cof his book "'on the moderat巴ly

thick plateぺa ingenious assumption on the stress distribution in the 

plate; and he makes the complexity of the problems in the plat思 remark.

ably simple. 1n this paper， by applying the above assumption to strips 

under the plane stress state， caused by any surface tractions normal and 
tangential at their long sides， the authors obtain the stresses and disp. 

lacements in them: and also propose th巴 convenicntformulae corrcspon-

ding to thc TIernoulli's assumption of planc preserv乱tion.

患者
呈企h

日周

Lovcが， "Oll the mode:rately thick platc"l，におL、て厚さの方向の応力度分ィ討を，巧妙

な方法で求め3 信雄な問題を著しく前半化したが，これを梁に応用して，表団力として垂直荷

量と切線荷重が作用した場合の応力と変位を求め，これに平I可保j'iFのBernonHiの仮定を合

せてs 債利な公式が求められる。

n中 等程度の麗さの梁

X， Zなる直交座標取IIを考えれば3 力の釣合式は
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1， Love: The Mathern旦ticalTheory of Elasticity 312. C (1934) 
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JL 

第 1図の工うに ZニOで表面力が存在せすご3

Zニんで S¥，1¥なる表面カがあるとすれば3 境

界条件と (1)の (b)式とを組合せて
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但しfは板の厚さである，

と書く事が出来る。次に適合条1'[:から
Fig.l 

のニ σ;C トσラ

と置けば
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従って

σz - S，・f(z)

と置けば， (3)式から

勺生S，. f(z) 

今 S，が pa=Oであると仮定す-00 --般に荷重はこの仮定を満足するものである。
白 ax“

然るi時は

ムヨ・fω=315Z7-+2534F+-Sヱ59) ニ O (4) 

故に
dプ(z) (¥ 
dz' --

上の関係から直ちに

f(z) = COZ3 十 CZZ2十 C3z十 C. (5) 

上式ヰI Co， Cz， C3， C，は (2)式に与えられる条件によって定まる， 計算の結果次のよ

うになるo

S， ""'" 0 ， dT， 1 ."'、_.~"';__ Z2 (3h-2z)---:5-:."' ，."' z2(z-h) Iz3t "¥，V'. ~~.J dx h2t ノ
(6) 

これを (1)の (b)式に代入Lてzについて積分すれば

Txz - 一呼ゴ2-fsJZ+zf3Z91-T1刊。
rr J n 

ただしfS，dx中に積分常数l工合まれるものとする Q
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次に上式を (1)の (α〉式に代入して zについて積分すれば

6(h-2z) r"， A.." (6z-2h) r 
zニ一両 JSρ2十 ?j-jT1ds+仰十φ1

ただしfS1dx2 は Zについて二度積分する事を表わす。 又φ0，

分常数である Q

次に歪成分の聞に満足されるべき適合条件を次の形で表わす， l.![Jち

(8) 

φ1は zのみのi画数-Cjj't

a2
Txz 02 32 

2(1十りー) 一 正 (σ -lJσz)十 oiz(σz-lJσJox oz - oz' '-u X 
(9) 

この式に (6)，(7)， (8)式を代入して

( ro，T_ n__， S， ，'" .." 1 dT，) 
2(1十り i-6 Ch-2z)約一十 (6z-2h〉-h-2t dzj 

Z520 Z十 221 一昨(h 初会一 (6バh)-Jtι~'_}
S， ， 2 "" ..，_， dT， d'φ。 d2φ

故に -12(h-2z) l~~ 十 h:i (5z--2h)一両 - (i-;'2c x十 -dZ21 (10〉

両辺を zで二度積分して

^ / .， 2 dT 
Z2 (3h-2z) -%，-lt -Z2 (zーめ子子 dj=仰十 φ1 (11) 

z方向及びz方向の変位を夫々 U，UJとすれば
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=二 σz-lJσx (d) (12) 

(坐十 δzu)
りz ox ) 

(e) 

なる関係がある，(c)と (d)式より

、rS，dx3 .，~ .." r T，dx2 

Eu == 6 (ん-2z)J -"-;ji;-十 (6z-2h)Jヲ 2γ吋 0--2 十φ川 2

r S，dx 
--lJZ2 (3h-2z) J一五:"i -l'代 z-h〉 h2t (13) 

(. z ¥ S， ^ ( z ら¥ 1 dl、 f 可d
k 山ー ドー _Z3( ー竺)壬苛一一均(h-z).J京

¥'" 2) h3i -¥ 4 3 ) ー J

r T，dx _. r 
一同 C3z-2h)J -\\~~ -lJ J (φoX十私)dz十 ψ(心

この式を公式(12)の (e)式に代入して

( ，.. ，T. _.， r S，dx ，，>. nT_' T1 I J_ ，_，i 
2(1-¥-川 -6z (h--z) J --""-Iz;i一十 z(3z-2h)-Il今一十ゆωi

(14) 
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x2 
• d，ゆ d仇
十一 1 X + 2 • dz _0 I dz 

dφQ 
dz 

T1dx' ， 

h't = -12fザf+6f

(15) 

r S， dx n _n ""  T， . ( T Z ¥ 1 dS， 
--2バz(h-z) I--?h~: -2vz(3z-2h) .~王子 + z3¥h-2)h;t.. 仇

(z h ¥ 1 d'T1 .. r -< A _ I d'¥か
_Z3 (~~ - 3) h:t ~uii2!_- vIφodz 十一~k(心

上式中

dψ r S，dx3 
c r di .(心=12.1 • ~;;;f -6 J '. A. h:t"--

dS1 d2T 
一一=-J z 常数dx - dx 

でぷコるから

dS， . (z h ¥ 1 d'T1 
~-d; -Z" ¥ 4 - 3 rh't -d炉、φ。ω=ど(ぇー 。ーよt

とi置く事が出来るから， (10)式の両辺をz及び zで一皮づっ積分すれば，

(16) 
dφ2 
dz 

fr:_ n  _¥ r S1dτ
一

7.¥ T1I_ dゆo X' dq)1 
2tGz (ん-z)j 的トz(jz-2n〉 327}-7z-1 一十 d~-X-i 

と書く事が出来る。これを (15)式に代入すれば，次のようになる。

1 
h3t 

h ¥ 1 d'T， /~， ~ . . /， _ /<  ...， r :3 ) h:t 'i1i，'一 (2十3/J)ふω-2(1十/J)φ。(Z)--lJjゅ。(Z)= 0 

z ¥ dS， 
2 rdx 十市-_ 12 r ~'.~~3_ + 6 r _T:d~ 十 dψ富一一 一_.__~， .一 一一}一一

J h3t I ~ J h2i dx 

叉第 4項以下は S，及びT，が上式第3項までは Zのみのl'菌数である。
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なる性質であるから，すべて zのみの面白数である。故に

(17) 

(18) 
h ¥ d'T， 

一一ー-
3) dx' 

ψ=J3fS1dZ4+ム-fT，dx3

-2(1+りφ。(z)-vrφodz = 竺(h一空ゾS1一仁(<; 
J 'I"U~ ~ h3i ¥.. 2) dx h2[ ¥ 4 

となる。 従って

Eu= 6写fりfS，dx3十(ロりT1糾 (2一け(空29fffM

(19) 

Eω=FtJS14おもームfT1dX3ーペ円ず fS1d
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f Z3 (，_ z ¥ C' Z3 (z h ¥ dT， i 
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(20) 

(21) 

(22) 

これらの各公式で Moderatethic匙nessの梁の応力度と変位が求まったが，式中の各項の

影響を調べるために

ぉ = 1~ 

と置けば

o ;;三 E手 1

dT， 1 
= ~'， z2(3h-2z)ーー

-' 
z¥z-!z) 

h3t -'-~." -~y 

d~ lh'i 

6z(h-z〉Jf Z〔3z-2h)T1Iφ。一 /S，d~ 十一一 φ 
h't J ~l'"'" h't 

~ 1 I 't' 

_ 6(h-2z)l' rC At:2 ~ (6z-2h)1 r'T' At: I 
2z'(3h-2z) 

町一 一同一一JS，d~ 一一 例~~-J T，d~ 十一 ~{_-:--"_-'_S 

2zu-m-FT1 
h'lt dl; 

Eu= 
6(h-2z)za r c' --1l"'o I (6z-2h)P r h';'"_/_V J S，dE3+ '-~~h'，7"/"~J T，dl;2 

( z'(3h~-2z)l f"， --1l'" I 
z'(z-h) '7' l +(2一外 :~'h2["'/" J S，d~ 十一両一一 ; 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

'(C At:， 6l" r"T' At:3 ..i 6z(h-z)l' (" At:2 I z(3z-2h)t r'T' ー)Ewニ
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十 (1一川-1~3t(h -}) S，-7.ふ(~ _ ~) cl~' } (27) 

目平田保持理論による梁

これらの結果からわかるように， lが hより相当大きくなれば，近似的に次のように書く事

が出来る。
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6(h-2zW r c' ，11':3 (6z-2hW. r ':'~}t31"_)._-J S，di;3-¥_V'"i/i'.JU J T，df2 (31) 

EW=rcfad54十2;fzdE8 (32) 

fをこの坂の z方向断面二次モーメント ，Wを同じく断面係数とすれば，上式は次のように

なる。

σヌ Z2(3h-2z〉S Z2〔z-h7dT1
一一一一一一一一一一、 一、一一 一一 一一

乙 - 121 '-'， 6Wt di; 

(h-z)l r C' ~，，""， z(3z-2h) 中

T z=--z--j sdT--IW--T 

(33) 

(34) 

(h-2zW r c' -11:2 _ (5z-~h)1 r 
♂=  2了一JS，d!;ー -w-jT d  (35) 

Ch-2z)l" r c' ，11:3 (6z-2hW r u=一-Ef j sd一一 6丙;，p J T，dt;2 (36) 

Eω=ι-f Sld!;斗 -27JT1dEa (37) 

上の各式仁11省、略された各項は3 表わされている項に比べ h2/121gの大きさである。従って，

1=10hならば 1/100のオーダーとなる。叉，上式は歪に関する平面保持の Berno'lllliの仮

定を満足している，故に T，=Oと置けば， これらの式は梁の初等理論による曲げの公式と一

致する。表面力として同じ程度の大きさの垂直荷量と切椋苛重が作用する場合には， ~J繰荷重

の影響は，垂直前重に比べん/l 倍である事を公式 (33)~(37) は示している o h=OにてS2，

T2 なる表面力が作用する場合には，

(ん-Z)2(h斗2z) ぐZ-h)2Z dT2 
=一一一一 一一:'-S2十一一 」121 ~2 I 6Wt dt; 
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_-- '~!:___rj~~_!_ /f I S!J d~2 十 一一一 IT2di; 21 J '-'2~" I 6W J 
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Ew=一千fS2d!;斗長fT2d!;3

IV pふc.において夕、ラウトした場合と然らざる場合との相違

この問題は実験によって種々検討されているが，力学的に明確な説明がされていないようで

ある O ピアノ棋をグラウトすればその各部につし、て連続的に圧縮をコンクリートに与えるもの

と考えられるから，その分布を第3図のように仮定出来る。叉，外力は常に表面力としてftoJtJ
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するから，この力は勇断力の形でゴンクワート件、に入り込む，従って Sl=Oと置いて第3図の関

係から

12=P ρ 4P 
l 

故に公式 (33)~(37) 中の T， は

ニ子(1ーケ)T1 寸 (1ーデ)

σZ2(z-h) 4P 
z - 6Wt --l~ 

となるから，

(39) 

7 1LP-2叫ん 2~ì__i!' 
回 - 6W い --r)~l-

一一 EF 

(40) 

(41) 
イ6z--2h)14P ( x x' ¥ 

σ戸一_--6W -i ~ _:j -:i，)十 C

Cは積分常数である。

Z二 O及び lで中央椋 z=21こ関して +PX2 なるF 

曲げモ}メントが存在するから

h 
z f:C(h-d dz=十px

Fig.2 
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故に

(42) Eu= (，_6z:::~h214P( !.~- !.~c- .1"， ì+-~ (-~-
帥 - 6W .~ ¥ 2t" 3/3 12)' A ¥ 1 
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グラウトしていない梁は端部において Pなる圧縮が作用するだけである。黙るに，

CF" =--~ -{J (z -1-) 
この場合の σω は

(44) 

σx==ζ一号(z---%) 

一←_f
P 

で与えられる。
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グヲウトした場合には
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V 結 言

);J，上， Loveの Moderatelythicknessの板に用いた仮定によって二次元問題を解いて，

表面に，垂直力と，切椋カを受ける梁の応力3 変位を誘導し， Bernoulliの平面保持の仮定を

満足する近似解を求め，簡単な伊jを示したが，これは，積層梁や多面体型の筒設構造等に応用

する事が出来る。

(昭和31~1: 4月27日受理〉
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