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自由縁に衝撃荷重を受ける平板の弾性波動
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A Study on Elastic Wavどsin a Plate Subjected to Impact Loads on Its Free Edge 

Masashi DAIMARUY A， Masachika NAITOH， Kouhei HA:VIADA， 

and Yasuo NARA 

Abstract 

Elastic waves in a plate subjccted to impact loads on itぉ frεeedge， especially the Rayleigh surface waves， 

are investegated expcrimcntally and theoretically. Time histories of elastic strain waves in a steel plate， gener 

ated by impacts with stce1 balls and uniform steel bars， are mcasured on the surface and free edge of the plate 

Th巳 experimentalobservation showed that no dispersion of surface waves propagating along the edge of the 

plate occured while body waves along thc surlace were rapidlγ 且ttenuatedwith the distance 01 propagation 

Theoretical calculations are carriec1 out for the casc of an impulsive. distributed loac1 applicc1 on the free edge 

of a plate. The theoretical prediction also showed that dominant waves propagating along the free edge of a 

plate were the Rayleigh surface wa、es.Thεoretical pre【lictionsalmost agreed with thc εxperimental results 

1 .緒日

弾性'r--空間の表面または内部の~./;.J、に，あるいは線状に衝撃術革が作用する場合の弾性波動問

題は，最初 Lamb11によって論じられた。以後多くの研'先LIが報告され，均質等hな半無限体で

あれば，衝撃点より遠方の白山表面iに沿って Rayleighの表面波が発達することが知られてい

る。したがって， Lambの問題は特に地震波動との関連において多くの研究がなされているヨ

4 力¥超音波の表面波が電子機器における遅延回路11や非破壊検売の探傷試験法5)に応用されて

いる。また，超!"i波表面波を干IJ用した弾塑性破壊靭性試験中の亀裂進展量の測定法なども試みら

れており 61 動的な破壊力学の分野においても Rayleighの表面波に関する研究が進められてい

るO 超白 j皮の同波数は7字通 MHz以上であり，地震波動のそれは，多くの場介 1Hz前後， 10 Hz 

以下である。衝撃荷重を受けた機械や構造物の部材に伝播する弾性波動の支配的な周波数成分

は，おおむね上述の中間の同波数領域すなわち kHzオーダーであろうと予測される。しかし，

機械や構造物の部材を{工J番する弾性j変動に関しては，従米の研究は縦j皮や横波の実体波に関する

ものが大半であり，表曲ii皮に閲するものは非常に少ないようである。すなわち，表面波に対する

機械や構造物の動的挙動や強度ならびに部材の破壊強度に関する研究は余り報告されていないよ
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うである。

本研究では，弾性半空間の自由表面に線状の衝撃荷重が作用する場合の Lambの問題を無|浪平

板の場合に置き換えて考察を行った後，鍋球および一様丸棒を平板の自由縁に面内方JUJに衝突き

せ，平板中および平板縁を伝播する弾性波動の実験測定を行った。特に，平板の自由縁を伝播す

る表面波に注目し，機械や構造物の部材寸I去を有する平板においても衣而波が支配的になる場合

があることを示した。次に，平板縁に衝撃分布荷重が作用する場合の解析をわい，白 r41縁を伝掃

する表面波に及ぼす分布荷重巾および衝撃立上り時間の影響を調べた。解析結果は十長丸榛の衝

撃による実験結果にほぼ一致した。

2.無限平板を伝播する弾性波

自由縁の面内方向に衝撃荷重を受ける平板中の弾性波動，特に Rayleighの表面波の伝播に関

する実験測定を行うため，予め理論的な考察を行う。弾性半空間に線状の衝撃荷重が作用する問

題は Lamb])やFund)らによって解析されており，これらの理論結果に基づ:いて平板の場合に対

する考察を行う。

図 Iのように直角座標 (x，y，z)上で一∞<x<∞， 0 < y <∞を山める均質等方な半無限平

板を仮定し，その自由縁に衝撃的に集中荷重 P(t)が作用する場合の弾性波の伝播を考える。

P(t)が調和関数あるいはステップ関数でヲえら

れる場合については LambやFungによって解析

されているが，実験条件に対応する他の任意の

P(t)に対する解析は極めて困難である。

図 lはLambらによって得られた解析結果を図

解したものである。衝撃によって，衝撃点を中心

にして，縦波は伝播速度 C1で，横波は伝播速度

Czで放射状に伝播してゆく O なお平板の場合 Ci= 

布市百ヲ子 C2==凶市であり， 0 <ν<1/2のと

きCL>C2で、ある。ここで Eは縦弾性係数， Gは

横断性係数， νはポアソン比， ρは密度である O

Rtl 

x 

Y 

図-1 種キの弾性j皮領域

衝撃後時間 tで，それぞれの波面は衝撃点から CLt，C2tまで伝播する。斜線で、示した曲線三角

形領域の波は先頭波 (headwave)あるいは vonSchmidt波と呼ばれる O 縦波の波I面が自由表面Iと

交わり，その交点が新しい乱れの原因となって努断波が発達することによる。最後に， :'F板縁近

傍を伝播速度 CRでRayleighの表面波が伝播する。 CRは次式で与えられる CR< Czなる実根であ

る。

(CR/Cz)日-8 (CR/CZ)4十 (24-16K2) (CR/C2)2十16(K2-1) = 0 
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ここで K"= (1ーν)/20 

たとえば， νニ 0.29のとき，およそ CR=0.915 C2で、ある。なお，平板の材半判均↑生{直を E=2.1 

XlO“kg/cnf， G = E/ 2 (1 +ν) ，ν=0.29， ρ=8.02 X 1O-6kg. sec2/ cm1とすれは、，CL ニ 5350m

/sec， C2=3180m/sec， CRニ 2910m/secとなる。縦波動および横波動は伝十番するに従って幾何

学的な減哀を受けるが，平板の場合，表面波は減衰なしで伝播する。従って，波動の伝播距離の

噌加に伴い，平板の自由縁近傍では表面波が支配的になることが予測される 8191

3.実験

3. 1 実験方法 土
実験は，鋼球と A 様丸榛を平板の自由縁に面

内方向に衝突させτ衝撃街重を加える方法で行

った。鋼球は直径 1，3/4，1/2インチの 3種類，

鋼棒 (SGD41-D) は長さ 1，2m，直径5，10mm

の 4種類を用いた。実験に使用した鋼板 (SS

41)の寸法と波動測定位置を悶 2に示す。

平板縁上の測定位置①~⑫には半導体ひずみ

ゲージ(共有JKSP -2 -E 4)が x方向に接

着されている。面内方向の波動は測定位置①'

~①'のゲージによって測定した。ひずみゲー

ジで検出されたひずみ波はブリッジ回路，プリ

アンプを経てディジタル・オシロスコープに記

凶

'mw

Steet pl副 0($叫 1)

1830 

①②③@⑤  

w 
↑百:され， X-yプロッターにげ¥)Jされる。

3.2 測定結果JOI 図ー2 平板の寸法と測定位置

鋼球の衝突による波動の測定例を図 3. 4に示す。図 3は直径1/2インチ鋼球を約1.8m/sec

の速度で、衝突させたときの、v放各位置におけるひずみ波の時間的変動である o (a)はゲージ位置

①'ー①F におけるひずみ e 、， (b)はゲージ依置①~⑤のひずみ Emの波形である O の，⑧はそれ

ぞれ縦波および Rayleighの表面波を意味し，各位置における到達時間を結んである o (a)のひず

み波は主に縦波で，伝播に伴い大きな減哀を示すのに対し. (b)のひずみ波はほとんど分散特性を

ポさず. Rayleighの表而波が支配的であると考えられる。

凶4は直径3/4インチ鋼球を1.8m/secの速度で衝突させたときの白出縁①一⑫のひずみ波 e

の時間的変動である O 自由縁上の表面波は，前章で論じたように，ほとんど分散せず遠方に伝播

する様子がわかる。なお位置①~⑦の時間紬後方の小さな乱れは平板の左側面からの反射波であ

る。
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[:6J 5は直1ilOmm，長 0.0.0. 2 

さ 1mの一様丸棒を

0.44 m /secの速度で

衝突させたときのひず

み変動である。 (a)は面i

内 )jldJのひず み 波

E 円， (b)は自由縁 tの

ひずみ波 E であ

る。凶 3の鋼球の衝突

の場合と /liJ様に E刊

は伝播~fj離の増加l に伴

い大きな減哀を示す

が，表面j波が支配的な

O 100 200 30.0. 
Time> (μ5) 

(a) 平板内①'-⑤!のひず、みcyy

。0.0.2

O 100. 20.0. 30.0. 
Time> (μ5) 

(b) 自由縁①~⑤のひず、みeXXεxx は余り分散しな

いことカfわかる。また

図 3(b)と凶 5(b)を比較

図一一 3 鋼球の衝突による平板各位置にむけるひずみの時間的変動

すれは¥鋼球の衝撃による場合は正弦波の I波長に近い E 日

波形を示し，--1f， _....様丸棒の衝撃による場介は半波長に近い

E xx 波形を示している。

4.衝撃分布荷重を受ける平板の表面波

4. 1 理論解析11)

ここでは，平板の自由縁上に衝撃分布荷重が作用する場合に

ついて理論解析を行い，実験との比較を行う。凶 6に示すよう

に，半無限子板の自由縁上にr1J2 aの等分布衝撃荷量が作用す

るとする。-様丸棒による実験結果，凶 5(a)より，分布荷煮は

図中に示すようにランプ状の立上り変動をすると仮定する。王v
而応力状態に対する Navierの運動方程式は次式のように与え

られる。

I十 ν
¥，'V"ll十て一

Iν  

ae a~ll 
a x --C}δtJ 

1 +νδu 
¥て、+

1 --νδ1 

lδ2V 
δl :' 

-(11 
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白山縁に衝撃荷重を受ける平板の弾性波動

。∞2

@ 

⑤ 

o 100 200 300 o 100 200 300 ' 
Time (μ5) Time (μ5 ) 

(a)平板内①'-⑤'のひず、みεyy (b) 自由縁①~⑤のひず、みeXX
図一5 一様丸棒の衝突による平板各位置におけるひ F、みの時間的変動

ここで、，
W"=δ2 十戸 ρ δ1l+av 、-一一ー ~ →」 ハ 一一 -L ，_一一! 日ー la x~δy'" ~ a x ' a y 

U，Vは x，y方I白lの変i立成分である。

ヘルムホルツの定理より，ヂ，併をスカラー量とすれば，変位成分は次式のように表わされ

る。

u 空竺十 2止 V 二 JZf-H.…….....・H ・-・・…....・H ・.....・H ・"，……・… (2)
δx ay' δy aX 

式(1)は，ヂと併が次式の波動万程式を満足すれば満される。

(Wz- c~2'Ji2) ド O. ( W2 三2 :tCZ-)いこ O

また応力成分は次式で、 'fえられる。

( rJ 11 ν ¥ /δ2ヂム ν ぃι'^ ， δ2い¥
σxx二 2Gりよ十了工-;-e)= 2G ¥-3'子十了三7WY十 a可子/

/ dVν\ 八~ (δ2ヂ。 ν 巾~2rn ， a2併¥
σ、、 =2G\åy 十 i 三~e)=~ (j \a子十一1二7W Y 十 一 両 訂 /

/δu av ¥-(δ2ヂ a2併 δ2件¥
σ、= G ¥一云一十;::::-' ) =じ 1 一 十一寸 / ¥み V a xノリ ¥θxayιδγ axL J 

(4) 

σ引 =σ、♂二 σ/バ二()

初期j条('1および.ts'2YI~ 条í'l は J大式のように 'j会えられる ω

八り一一
¥
l
/
 

V
一
t

「

d

一ぺ。
/
l
¥
 

一一唱、
¥
h
fノ

ペ

d
(
d

/
i
1
¥
¥
 

ー「、リ
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川、~(1ニ川 (a x)!{)H(t()t)十 H(t い

ここで， H(t)はステソプ関妻女であ

る。平板縁上の応力 (σxJ 、 ~Oおよ

び自由縁上のひずみ (εxJ 、 ~O ， x>a

はラプラス変換法によって次のよう

に導くことができる。 12)初期条件

(5)より， スカラー関委文 CP，ttの初耳月

条件は

( acp¥k  
(ヂ)1=0=¥~干 )l~戸 o I 

〆、 (7)( a ψ¥i  
(ψ) t=O= ¥ ~~ )t=O= 0 I 

この初期条件の下に式(3)をラプラス

変換すれば，

時二(~Lyf，円=(t)2F(8)

ここで CPニ f，ヂEPi dt， FzJfiいCpt dt， Pはラプラス変換パラメータである。

(σx，)、~()二 O

また，境界条件(6)のラプラス変換は

ιρt()p 

(σ、、)， ~o=-PO 二一二2- H (a -x) 
tl) P 

(σ，，)、=0=0 

(6) 

X 

Y 

図-6 衝撃分布荷重を受ける平板

(9) 

応力 σxxとσ刊は xの偶関数， σX¥'は X の奇関数で，すべての応)Jは無限遠で Oになること

を考慮して，式(8)の解を次式のようにおく。

2GgJ=J“A ( S ) cos S xel1t【I?;， 2 G ¥b = {，B ( ?;) sin S xeYl1， dS (10) 

ここで， n:l=VI=t-(示Cιn2=V1干(p/己子であり， A (ど)， B (?;)は境界条件より決定され

るCの未定関数である。式(10)，141より，ラプラス像空間における応)J万 XX' 万¥'¥"' 7i xvま，

三 =J{:fJLitzL(IYlU113+CBMVR21mtxdC l" ( - 2¥Cヮ) l' .， ~"L ' 

正 =L[Ajs2十~-(まυ)1什Cyn川1

丈二→J.， [トμμAバ山snザ1:1

)
 

-l
 

(
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境界条件(9)より，

([AJS2十+(ξ)'1 + B snzJ叫 xdCz-pot工H同

A S n3+ B I s 2十+(よ)'1=0 

(12) 

式(12)の第一式をフーリエ余弦変換して，未定関数A，Bを求めれば，次式が得られる。

A2POI-e W1s + (1/2) (p/Cz) 21 sinSa n _ 2po 1-e-toP n3 sinsa 
一7r t()子子 S 4 F (s) D - ~ to p2 S可了 (13) 

ここで， s 4F (n = 1 S 2+ 1/2 (P/C2)212-S 2n2n3 

式(13)を式(11)に代入してラプラス変換を行なえば応力を求めることができる。しかし平板内部で

の逆変換積分は非常に困難であり，ここでは，平板縁上 (y= 0) の応力 (σxJy=Oに注目す

る。 p= C2 S Sとおけば

~ ~で 1 r 1_e-Kr(lrs 0 +S2/2) 0一νS2/2)-YO+S')(l+K'S') 
J(S)=ーでL-"'-←一一一 ~eKl"rSds 

Z πiJIl， K，oSS SIO+S2/2)2_y(] 

なお， ，= CLt， 'o=CLto， K =C2/CL = (1-ν) /2である。ラ

プラス逆変換 1(nの被積分間数は多価関数で， S =:::1:: i，土 i/ 

Kが分岐点となる O また， S = 0は'-'0<0ならば 2位の極，

'-'0>0ならば 1位の極である。さらに S=:::1:: i aも1位の

極となる。ここで aは次式を満足する正の実根である。

α6_ 8α4+ 8 (3 -2 K2) a2-16( 1 -K2) = 0 (16) 

ゆえに，図 7の反転積分路にしたがって，ラプラス逆変換積分を行

えば，式同の現空間における解が次式のように得られる O

、rωsinS a cos S x 
(σxx)yzo=71J。一一了一I(S)dS 川

山
司

ー

(15) 

Br 

図-7 反転積分路

(σ ~O : I r ，， 1 _ _""  1 _ _"  ""  (トα2/2)(1+ v d2/2) -y{jーピ)(]-K'a') 
ぶとこJL= -H(a-x) 1-:--H ( r 0-r ) + H ( r -r 0)卜2x

仏) lro l m2iqh a2idヨ平 J 凶ヲ
-I“い 2 I 凶ヲ凶-K'a21

2 ∞ l 
xz示~r~下 Isin Krd~ -sin K~ a (r -ro)H( r -ro)1 sin~a costx dt 

16(] +ν) flh トヂ/2)V (~'-J) (トK'ヂ) ( 1 ∞ l 
十-1-jlrRM1州 η2_1日(1一的ilKr;戸f::1τIsinKr村-sinKt~ (r -r 0) H (川

Xs山 印t]マ
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ここで，式中に含まれる Cに関する無限積分は公式

(a+b<c) 

+b一
一一三一一， (Ia-bl <c<a+b) 

。
(18) 

min (a，b) ， (o<c< la-bl) 

より得られ， (σxx) y=oは干に関して l-l/Kの積分から求められる。

自由縁上 (x> a) においては (σyy)y=o=Oである条件を考慮すれば式(14)より x方向にひず

(a， b， c>O) 

みは

(1旬( E xx) y君。=(σxx)y=o/E 

自由縁上のひずみ Exxを式(1力-(19)より求めることができる。となり，

a = 5.0 

。101生

。
晶

¥
T
M
{

臣
b

〕

数値計算および実験との比較

a = 2.5 

。仏

¥
T兵
器
b

Q40 

030 

020 

0.10 

0 

・0.10

-Q2常

4.2 

15 20 
'l'(:cJ ) 

10 5 15 20 
'l'(=ιt) 

10 

(b)分布荷重幅a=5.9mrn(a)分布荷重幅a=2.5mrn

自由縁上の応力(σXX)X=6，y=oの時間的変動図-8

C2= CL = 5350m /sec， ν=0.29， E =2.1 X 1Q4kg/mm2， とし，平板の材料を鋼 (SS41) 

α=0.9152の値を採用した。また a=2.5， 5.0mmとして自由縁上の σxx，εyyの時

間変動例を求めた。

図 8(a)， (b)は自由縁上 x= 6mmにおける応力 σxxの時間的変動で， (a)は衝撃分布荷重巾 a=

3180m/sec， 

Az'， A;'はそれぞれ分布荷重の端 xA~ ， A~ ， 2.5mm， (b)はa= 5mmの場合である。図中のAt，

a aで生ずる縦波，横波およびRayleighの表面波の到達する時間を表わしている。実線は

衝撃立上り時間 '0=CLto= 1，破線は，0=2.5の場合である。最初に x=aより縦波がAEに到

X 達して小さな負の応力が生ずるが，表面波の到達するA~ 以後は急激に大きな正の値をとり，

=-aで生ずる縦波の波面が到達するAL'までは一定になっている。その後ゆるやかに変動し，

自由縁上の応x=-aよりの表面波が到達するA;'で急激に減少して Oになる。したがって，

力 (Jxx変動は，特に荷重作用領域より遠方においては Rayleighの表面波によって支配されるこ

50 

とがわかる。
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図 9(a)-(c)は自由縁上 x= 5 -45cmの位置におけるひずみ波 e の時間的変動を，

巾 a= 5 mmの場合について示したものである。衝撃分布荷重の立上り時間 toの影響を調べたもの

図-9

で， (a)はtoニ 10μsec，(b)はいこ20μsec，(c)はto=100μsecの場合で、ある O 立上り時間 toが小さ

ステップ衝また逆にその時間巾は小さくなっている O すなわち，いほどひずみ値は大きくなり，

撃に近ずくほどひずみ値が大きくなっている。
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ひずみ(e xx ) x= 250， y=o変動に及ぼす衝撃分布荷重幅aの影響図-9

図10(a)-(c)は自由縁上 x=25cmにおけるひずみ Exxの時間変動で，分布荷重巾 aによる影響

をto=20，50‘100μsecの場合について比較したものである。分布荷重の巾 aが大きくなるほどひ

また図 9で論じたように toが大きいほどひずみの時間巾が大きくなっていずみ値は大きくなり，

るO

図11は，直径10mm，長さ 2mの一様丸棒を0.44m/secの速度で衝突させたときの自由縁上の

位置 x= 5 ，15，25噌 35，45叩で測定されたひずみ波 εxxの時間変動である O
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凶12は， 2aニ 10mm，to=20μsecとしたとき

の，図11に対応する各位置におけるひずみ波

E 変動の理論結果である O 両図を比較すれ

ば，実験結果と理論結果は比較的よく A 致して

いることがわかる。ただし，解析結果のひずみ

波の変動は， ifflJ定結果のそれに比べて，より急 ぉ

i放である O これは解析において，ランプ状の衝

撃荷重立上りを仮定したことに基悶すると思わ

れる。

5.結 日

本報では，自由縁に面内方向に衝撃荷重を受

ける平板の弾性波動，特に自由縁に沿って伝播

する Rayleighの表面波に関して，実験および

理論解析を行った。得られた結果を要約すれば

次の通りである。

(1) 鋼球および 4 様丸棒を平板 (SS41) に衝

突させる実験より，平板の自由縁上でそれぞれ異

なるひずみ変動を示す表面波が観測された。面内

で測定された実体波は，いずれも伝播距離の増加

と伴に大きな減衰を示すのに対し，自由縁上を伝

播する表面波は分散特性をほとんど示さないこと

が確認された。

(2) 平板縁に衝撃分布荷重が作用する場合の解析

を行い，自由縁を伝播する表面波の検討を行っ

た。数値計算の結果，分布荷重幅および衝撃立上

り時聞が表面波の挙動に大きく影響することが明

らかになった。

(3) 解析結果は一様丸棒の衝撃による実験結果に

ほぼ一致した。

(昭和60年5月21日 受理)
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図一11 一様丸棒(直径1伽m)の衝突による

自由縁上①~⑤のひずみE 変動
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図一12 幅 2a=1O酬の衝撃分布荷重が作用す

る場合の自由縁上のひずみ EH 変動

O 
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