
483日本 ロボ ッ ト学 会 誌Vol.16No.4,pp.483～490,1998

学術論文

皿 まわ しの数理 とロボ ットによる実現

梶 原 秀 一*1橋 本 幸 男*2松 田 敏 彦*2土 谷 武 士*3

Dynamics of a Dish-Spinning Trick and Its Realization by Robot

Hidekazu Kajiwara*1, Yukio Hashimoto*2, Toshihiko Matsuda*2 and Takeshi Tsuchiya*3

Periodic stimulation sometimes stabilizes dynamic movement of mechanical systems. In this paper, we investigate 

the dish spinning trick from a view point of such a periodic stabilization. The system is simply described by using a 

spring-dumper model of the supporting rod which has two degree of freedom. In our analysis, the movement of the 

dish is stabilized when the elastic rod is shaken in higher frequency than its native resonant frequency. Our theory 

is checked by letting a robot play the real dish spinning.
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1.は じ め に

非線形なシステムを平衡点の まわ りで線形化 して制御モデル

を作 り,線 形制御器 を設計 して制御目的を達成することが多 く

行われてきた.し か し,シ ステムのなか には線形制御モデルが

得 られない ものや,従 来知 られている非線形制御 を適用 しても

目的が達成できない ものが存在する.例 えば,支 点を鉛直方向

に拘束 して動かす倒立振子の制御問題がある[1].こ れ まで倒立

振子は支点を水平方向に動か して倒立を実現 していたが,支 点

を鉛直軸方向に動かす場合 には,線 形制御 モデルが存在 しない

ため非線形制御を適用する必要がある.し か し,非 線形制御で

は支点を大 きく下方に移動 させ なければならず,位 置の制御 と

静止倒立 を同時に実現することができない.そ こで,静 止倒立

ではなく振子 を平衡点のまわりで動的に安定化 させてもよい と

すると,支 点を周期的に上下移動 させるだけで倒立が可能 とな

る.こ のようにメカニカルシステムに周期的な入力 を加えるだ

けでシステムを周期運動のまわ りに安定化で きる場合がある.

本研究では大道芸である皿まわ しもこのようなアプローチによ

り安定化で きるシステムである と考え,皿 まわしの数理モデル

による解析 を行い,ロ ボットによる皿 まわしの実現 を試みた.

皿 まわ しは竿の先端の ような不安定な場所で皿を安定に回す

ところに醍醐味のある曲芸である.こ れまでに皿まわ しは手軽

にで きる曲芸 として紹介 されている[2][3].し か し,皿 の動的

なバランスをとるためには,皿 が回転するタイ ミングに合わせ

て竿を振 り続けなければならず,こ の タイ ミングを合わせ ると

ころが初心者には難 しい.皿 まわ しを簡単 にす るためには,皿

まわ しに適 した皿や竿があることが知 られてい る.永 富[4]は

皿 まわ しの技法や練習方法を紹介 し,様 々な皿 と竿の組み合わ

せ を論 じている.酒 井[5]は 皿 まわしの竿 として皿の重量 に対

して鉛直方向にはたわまず,水 平方向 には十分な しなやかさを

持つ ものがよいこと.ま た,数 理的に回 しやすい皿の形状 とし

て,皿 は平板 に近 く糸底の大きさも小 さいほうが よい ことを指

摘 している.し か し,ど の ようなタイミングで竿を振ればよい

か.竿 の しなやか さによる皿の運動の安定化のメカニズムにつ

いてこれまで検討 されていない ように思われる.本 論文では皿

まわしの運動 を解析す るために,ま ず竿のたわみ を考慮 した数

理モデルを作成する.竿 のたわみは棒の先端部の2自 由度のバ

ネとダ ンパで近似 して運動方程式を導出する.こ こで,皿 の運

動,竿 のたわみについてそれぞれ運動方程式 を導出す ると結果

は非常 に複雑で解析が困難 になる.そ こで,皿 まわ しの皿の運

動について鉛直軸回 りの回転運動のみ取 り扱 うこととし,ダ イ

ナ ミクスを簡単化する.こ れは,皿 の鉛直軸回 りの運動が安定

化できれば,コ マの作用により皿は大 きく傾 くことな く回転で

きることが予想 されるためである.次 にこのように得 られたダ

イナ ミクスをもとに竿を振るタイミング,皿 まわ しの安定化の

機構 を解析する.ま ず,竿 を周期的に振 ったときの皿 まわしの

運動 を解析 し,そ の運動まわりでの安定性を議論する.結 果 と

して,皿 を安定に回すには竿の固有振動数 よりも高い振動数で

竿を振ること,竿 と皿の運動 との間に一定の位相関係が必要で

あることなどが明らかになった.ま た,竿 のたわみは皿の重心

原稿受付1997年2月17日
*1釧 路工業高等専 門学校

*2室 蘭工業大学

*3北 海道大学工学 部

*1 Kushiro National College of Technology

*2Muroran Institute of Technology

*3Faculty of Engineering
, Hokkaido University

日本 ロボ ット学会誌16巻4号 59



484 梶 原 秀 一 橋 本 幸 男 松 田 敏 彦 土 谷 武 士

運動 の安定化や竿を振 る運動 と皿の回転運動を同期 させる作用

を持っていることなども分かった.以 上の解析結果 をもとに,

ロボ ットアームで皿 まわ しをしたところ,皿 の状態量を観測 し

ない周期的に竿 を振るだけのオープンループ制御で皿を回すこ

とに成功 した.

2.皿 まわ しのモデルとダイナミクス

2.1皿 ま わ しの数理モデル

皿まわ しでは竿を周期的に振 ることにより,皿 を安定に回転

させている.こ の安定化の機構 を議論するためには,安 定な状

態からずれた非定常な状態で も記述で きる数理モデルを作成す

る必要がある.そ こで,本 研究ではFig.1に 示 す ように皿ま

わ しを5リ ンク5自 由度の システムとして取 り扱 う.

現 実のシステムでは竿が弾性特性 を持つので,厳 密には分布

定数系 としての取 り扱いが必要であるが,こ のモデルでは第2

リ ンクが柔軟性 を持つとして,Fig.2に 示す ように,竿 を質量

のないは り,た わみを先端部の2自 由度 を持つバ ネとダ ンパで

近似する.ま た,使 用する皿は薄い円板 とす る.

2.2座 標 系の設定

以上のような皿 まわ しのモデルに対 し座標系を設定する.基

準座標系(xo,yo,za)の 原点Ooを 関節軸1,2の 交 点にとり,

zo軸 を鉛直上方に 詔0,yo軸 を右手系をなすように とる.第

1～5リ ンク座標系(xi,yi,zi){i=1～5}は θ1～ θ5ニoの

とき(xa,yo,zo)と 姿勢 と方向が一・致するようにとる.た だ し,

第1,2リ ン ク座標系の原点はOoと 一致するように,第3,4,

5リ ン ク座標系の原点は弾性変形 していないときの第2リ ンク

先端部にとる.ま た,リ ンク2は 柔軟性 を持つので,そ の弾性

変位 を記述す るためにリンク先端座標系(賜,y2,z2)を 設定す

る.こ の座標系 はリンク2の 先端に固定 され,弾 性変位がない

ときに基準座標系 と方向が一致するようにとる.た だし,こ れ

らの座標系はすべて正規直交座標系 とす る.

こ こで,本 論文で使用する記号を以下のように定義 してお く.

jRi:各 座標系間の回転行列(j=0～4,i=0～5)

Pi:基 準座標系か ら見た第iリ ンクの原点位置

qi:各 リンクの回転軸

ωi帖:各 リンクの回転角速度

G:皿 の重心

K:竿 のバネ定数

D:竿 の粘性係数

δx,δy:竿 の たわみ

m:皿 の質量

l1:竿 の全長

l2:皿 の 糸底の半径

L:皿 の半径

2.3皿 まわ しの運動学

ここでは皿 まわ しの運動方程式を求めるための準備 として基

準座標系から見たときの各 リンクの姿勢,原 点位置,角 速度 を

求めてお く.

Fig.1 Coordinate systems with dish-spinning trick

Fig.2 Spring and dumper model

リンクi座 標系か らリンクj座 標系への回転行列は以下のよ

うに表される.

〓(1)

よって基準座標系からみた各 リンクの姿勢は

(x1,y1,z1)=0R1

(x2,y2,z2)=0R11R2

(x3,y3,z3)=0R11R22R3(2)

(x4,y4,z4)=0R11R22R33R4

(x5,y5,z5)=0R11R22R33R44R5
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となる.

基準座標系から見た第iリ ンクの座標系の原点位置は

P2=P1=P0=0

P'2=P2+δxx2+Syy2+l1z2

P5=P4=P3=P'2(3)

となる.ま た,回 転軸は

q1=y1,q2=x2,q3=z3

q4=m4,q5=y5(4)

である.よ って,各 リンクの角速度は次式で表 される.

ω1=q1θ1,ω2=ω1+q2θ2,ω3=ω2+q3θ3

ω4=ω3+q4θ4,ω5=ω4+q5θ5(5)

2.4皿 まわ しの運動方程式

皿 まわしのモデルにおいて,第5リ ンクの慣性主軸 と皿の重

心座標系が一致 し,さ らにこの座標系の姿勢が第5リ ンクの姿

勢 と一致 している(xg,yg,zg)=(x5,y5,z5)と す る.

この とき基準座標系か らみた重心位置は

P9=P5+l2y5(6)

となる.よ って皿の並進運動エ ネルギーは

〓(7)

で与え られる.重 心座標系(xg,yg,zg)に 関 する慣性行列 を

〓とし,角 速度ベ クトル ω5の 重心座標系への正射影 を

Wg=TT5ω5(9)

とす る と,回 転運動エネルギーは次式で与えられる.

Trot=1/2wTgIwg(10)

また,重 力によるポテンシャルエネルギーは

u =mgTPg(11)

q=(0,0,9)T

とな り,弾 性 によるポテンシャルエネルギーは

κ=1/2Kδ2x+1/2Kδy2(12)

損 失 エネルギーは

D=1/2Dδ2x+1/2Dδ2y(13)

となる.

ラグランジュの運動方程式 に式(7)(10)(11)(12)(13)を 代

入す るとθ1～ θ5,δx,δyの 従 う式が得 られるが結果は非常に

複雑 にな り解析が困難になる.そ こで定常状態まわりで皿の運

動を取 り扱 うものとし,次 の ような仮定 を設けて近似的な運動

方程式を求める.

仮 定1.定 常状態において安定に回転 している皿は回転速度 θ3=

一 定
,θ4=θ5〓0と み なせ ることか ら,θ4,θ5に つ

いての運動は無視する.

仮 定2.竿 の たわみによる変化は微小 δx,δy≪1

仮 定3.竿 を振る運動は微小 θ1,θ2≪1

仮 定4.竿 の全長は皿の糸底の半径よ りも長い122/L2≪1

以 上の仮定 をもとに,皿 の回転運動以外の コリオ リカ,遠 心

力 に関する項は微小であるとして省略する と以下の式 を得る.

θ

3=Kl2/I2(δxcosθ3+δysinθ3)

+〓(δxcosθ3+δysinθ3)(14)

δx=-2γ δx-ω2kδx

-l2θ23sinθ3-l1θ1(15)

δy=-2γ δy-ω2kδy

+l2θ23cosθ3+l1θ2(16)

〓3.皿 ま わ し の 運 動 解 析

3.1皿 ま わしの周期運動

皿 を安定に回転 させるためには,式(14)～(16)を 満 たす安

定な解が存在 しなければならない.し か し,こ れ らの式 は非線

形な関係で結ばれているため解析的に解 を求めることは難 しい.

そ こで,周 期的に竿を振ったとき,皿 は竿の運動 と同期 して回

転する と仮定 して,皿 まわ しの周期運動 を求める.

Fig.1の モデルにおいて周期入力 として次式で竿を振 ること

を考える(竿 の振 り方 として,一 方向のみ振 って皿を回す こと

が考え られる.こ の ときの解析結果 は付録A参 照).

θ1=Asin(wt)(17)

θ2=Acos(wt)

このとき,皿 の回転運動は皿まわ しの観測結果を考慮 して次の

ようになるとする.

仮定5.定 常 的な皿の回転運動は,竿 を振 る周期 と同期する.

θ3=wt+φ(18)

式(18)を(15)(16)に 代 入す ると周期解 は次式で与えら

れる.

〓(wt+φ+ψ)

+〓sin(wt+ψ)

〓(19)
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3.2安 定 な皿 まわしが実現できる条件

3.2.1竿 を振 る周期 と振幅

ここでは,皿 まわしの解,式(18)(19)を 用 いて安定 な皿 ま

わ しが実現で きる条件を求める.

安 定に回転 している皿 まわ しの皿の重心の運動 は観測結果

から

xG=yG〓0(20)

と してよい.竿 を振 る運動が微小(θ1,θ2≪1)の と き,皿 の重

心座標は式(6)か ら次式で与えられる.

mG=-l2sinθ3+l1θ1+δx(21)

yG=l2cosθ3-l1θ2+δy

式(21)に 周期解の式(18)(19)を 代 入 して式(20)を 満 たす

条件を求めると皿が竿の固有振動数よ りも高い振動数で回転 し,

皿 の重心運動 ・竿を振 る運動 とたわみの振動の方向が逆位相に

なるとき

〓であることが分かる.こ の とき,竿 のたわみの解は次式で表 さ

れる.

δx=l2sin(wt+φ)-Al1sin(wt)(23)

δy=-l2cos(wt+φ)+Al1cos(wt)

また,解 の式(18)(23)が 存在するためには,こ れらの解を式

(14)に 代 入 したとき次式が成 り立たな くてはならない.

Ksinφ-Dωcosφ=〓(24)

この式は次式のように変形できる.

〓た だ し,

〓|sin(φ+Φ)|≦1で あるから,竿 を振 る振幅の条件 として

A≧Dl2ω(26)/l

1√K2+D2ω2

が得 られる.

以上の解析により,竿 の固有振動数以上で皿 を回す と,竿 の

たわみの作用により自動的に皿の重心は動かな くなることが分

かる.

3.2.2皿 まわ しの運動の安定性

皿まわしの皿が安定に運動 を続けるためには,前 節で求めた

周期解が安定である必要がある.そ こで本節では,解 のまわ り

で微小変動に対する変分方程式[司 をつ くり安定性 を調べ る.安

定性の解析は付録Bに 示す ように,極 座標系 を導入すると解

のまわ りでの安定性が厳密に議論で きる.し か しなが ら,極 座

標系を用いる方法ではパラメータの変化 と安定性 との関係が見

えにくく,直 観的な議論がで きない欠点がある.こ こでは厳密

性 を欠 くことになるが,直 交座標系を用いた直観的な解析方法

について述べ る.

皿 まわしの解,式(18)(23)の まわ りで θ3→ θ3+△ θ3,δm→

δx+△ δx,δy→ δy+△ δyな る微小変動が生 じた とき,変 分方

程式は次式 となる.

△θ3=〓{cos(wt+φ)△δx+sin(wt+φ)△ δy}

〓前節において,皿 まわしの運動が実現で きるのは皿を竿の固

有振動数 よりも高い振動数 ω≫ ωkで 回す ときであった.こ

のことから,周 期解からずれたときの皿まわ しの運動 は,皿 の

回転振動数 ω で速 く振動する部分 とバ ネの固有振動数wk程

度の振動数でゆっくり変化する部分に分け られると考えられる.

よって,皿 の回転運動の変化 △θ3,△ θ3が竿のたわみの作用に

よりゆっくりと変化する関数であると仮定すると,バ ネの運動

の変化を表す式(28)(29)は 速 い変化(ω を含む項)と ゆっく

りした変化(△ θ3,△ θ3に 関す るの項)を 同時に含 んでいる.

皿 が一回転する1周 期2π/ω の間に △θ3,△ θ3は ほとんど変

化 しないと考 えられるから,式(28)(29)に おいてゆっくりし

た △θ3,△e3の 変化 を無視 して積分すると,ω≫ωkの とき

△δx=l2cos(wt+φ)△ θ3+〓sin(wt+φ)△θ3(30)

△δy=l2sin(wt+φ)△ θ3+〓cos(wt+φ)△ θ3

を得る.た だ し,△ θ3,△ θ3が0で ない限 り △δx,△ δyの 運

動が定常的に行われるとして,特 殊解だけを採用 した.

式(30)と それを時間について微分 した ものを式(27)に 代

入すると次式 を得る.

〓(31)

よって,上 式から周期解が漸近安定であるための条件はラウス ・

フル ビッツの安定判別法[7]を 適 用することにより導かれ,次

式 となる.

Kcosφ+Dωsinφ>0(32)

また,周 期解が存在するためには式(24)も 同時に成 り立たな

くてはならないか ら漸近安定な皿まわしの運動を実現するには,

竿 を振 る運動 と皿の回転運動の問に一定の位相関係が存在 しな

ければな らないことが分かる.

Fig.3に おいて式(24)(32)を 満 たす位相はf1(φ)とf3(φ)

の 交点でかつf2(φs)>0を 満 たす φsで 表される.ま た,式

(26)の 振 幅条件 を満た さず に竿 を振 る げ6(φ)の とき]場 合は

交点が存在せず,安 定な周期解は存在 しないことが分かる.
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f1(ƒÓ)=KsinƒÓ-DƒÖcosƒÓ

f2(ƒÓ)=KcosƒÓ+DƒÖsinƒÓ

•¬ Fig. 3 Stability of periodic solution

Table 1 Parameters of dish and rod

4.シ ミ ュ レー ション

前章で導出 した竿を振 る周期,振 幅,位 相関係により安定 な

皿 まわ しの運動が実現可能かどうか確認するために行った数値

シ ミュレーションの結果 を以下に述べ る.シ ミュレーションで

使用する皿まわしの皿 と竿の各パ ラメー タはTable1に 示 す

ようなものである.

皿 まわ しの運動 はFig.1か ら得 られた厳密な運動方程式を用

いて,初 期条件 θ=(B3B4B5δxδy)T=o,θ=(250000)T

で,時 間刻み幅を0.1[msec]に とった四次のRunge-Kutta-Gill

法 に よ り計算 した.

Fig.4(a)は 竿 を回 して,Fig.4(b)は 竿 を一方向だけ振動

させて皿の運動 をシ ミュレーシ ョンしたものである.皿 の回転

周期 は漸近的に竿 を振る周期 ω=25[rad/sec]に 収 束 してい く

ことが分かる.

Fig.5(a)は 皿 に与える初速度を変化 させたものである.初

速がある範囲内であれば,皿 の運動 は竿 を振 る振動数に引き込

まれる.ま た,Fig.5(b)は 竿 を振 る振幅 を増加 させた場合で

ある.こ の図からFig.5(a)の 場 合よ りも引 き込む範囲が広がっ

ていることが分かる.こ れは式(31)の 弾性係数が竿 を振 る振

幅 ・振動数で変化することか ら,竿 を振る振幅を大 きく設定 し

てお くと,変 動 に対 し周期解へ引 き込む力が増加 し,安 定化さ

れる範囲が広がるためであると考えられる.

Fig.5Speed of dish

5.ロ ボ ッ トによる皿 まわ しの実現

5.1ロ ボ ットの構成

ここでは周期的に竿を振ることにより皿 まわしが実現可能か

どうか,実 際にロボットを使用 して検証する.
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Fig. 6 Robot arm system for dish-spinning trick

Fig. 7 Figure of dish

Fig. 8 Position of dish's center

実験に使用 したロボットアームはFig.6に 示す肩部が2,肘

部2の 合計4自 由度のロボットアームで,各 軸にはハーモニ ッ

クドライブギアを内蔵 したDCモ ータを使用 している.制 御器

にはNEC社 製PC9801(数 値演算プ ロセ ッサ8027内 蔵)を

使い,制 御プ ロセスはC言 語で記述 し,制 御周期は20[msec]

で 行 った.制 御器の出力は12ビ ットのD/A変 換 器を介 して増

幅器に送られ,モ ータが駆動 される.ア ームの角度はモー タの

ロータリーエ ンコーダの読み をギア比1=50で 換 算 した値 を採

用 し,角 速度の観測値にはこの値の制御周期ごとの後退差分値

を用いた.

実験ではロボットの肘部にTable1に 示 したパ ラメータを持

つ直径5[mm]の 丸 棒を取 り付 け,肘 部のモータのみ動かす こ

とによ り皿まわ しを行った.取 り付 けられた棒の先端部 は皿の

糸底部分を滑 らないように削って尖 らせてあ り,皿 まわ しの皿

はFig.7に 示 すプラスチック製の植木鉢の受け皿 を用いた.ま

た,こ の皿の裏面 には糸底 として直径3[cm]の 筒 が3[mm]の

ボ ル トで固定 してある.

5.2実 験 結果

皿 を竿の先端に載せて静止 した状態か ら皿 を回すアルゴリズ

ムを以下に示す.

0≦t<10[sec]

θ1=0.1cos(18.84t)

θ2=0.1sin(18.84t)

10≦t<14

θ1=0.06cos(18.84t)(33)

Ba=0.06sin(18.84t)

14≦t

B1=0.04cos(18.84t)

Ba=0.04sin(18.84t)

竿 を一方向だけ動かす場合.

14<t(34)

θ1=0.06cos(18.84t)

この アルゴリズムでは3[Hz]で 竿 を振 り皿を回 している.皿

の回 し始めは竿を振る振幅を大 きくして,周 期解が安定な範囲

を広げている.ま た時間の経過 とともに振幅 を減少 させている

のは,皿 の重心移動 を小 さくす るためである.

式(33)に よ る皿 まわ しの皿の運動の様子 を8ミ リビデ オカ

メラで撮影 し,2[sec】 ご との皿の中心運動の様子 を皿 を真上か

ら見たときのx-y平 面座標系にプ ロットした ものをFig.8

に示 す.皿 の中心は,原 点付近に収束 していくことが分かる.

6.お わ り に

曲芸である皿 まわ しについて,竿 のたわみも考慮 したモデル

によりダ イナ ミクスを導出 し,そ の数理解析 を行った.皿 まわ

しが実現できるタイミング として,竿 を振る振幅,周 期,位 相

関係 を明 らかに し,安 定な皿 まわしを実現するには竿のたわみ

が重要になることを理論的に示 した.さ らに,解 析により得 ら

れた条件をもとにロボットで皿まわ しができることを実験 によ

り検証 した.

人 間が皿まわ しをする場合,視 覚や手の感覚 などか ら回転 し

ている皿の状態量 を観測 し竿 を振 る周期や位相関係 を決定 し

ていると考え られる.と ころが,今 回の実験では竿 の先端で

回転 している皿の運動を観測することは難 しく,皿 の状態量 を

フ ィードバックした制御 は実現できなかった.そ こで,竿 を振

る振幅を増加 させる と皿の周期運動の安定範囲が広がることに

着目し,皿 の回 し始めは大きく竿を振 り,竿 を振 る運動に皿の

回転運動 を同期 させ ることを試みた.結 果 として,皿 まわ しは

周期的な外力 を加えるだけでも簡単に実現で きることが明 らか

になった.

今 後は,回 転 している皿の運動に合わせてロボットアームを

協調動作 させる制御方法も検討すべ き課題であると考えている.
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A.一 方向に竿 を振る場合

A.1振 幅条件

周期入力 として次式で竿 を振ることを考 える.

θ1=Asin(wt)(35)

皿は竿を振る周期と同期 して

θ3=wt+φ(36)

で回転 しているとする.

式(36)を 式(15)(16)に 代入 して得られた周期解はω≫wk

の とき次式で与 えられる.

δx=l2sin(wt+φ)-Ål1sin(wt)(
37)δ

y=-l2COS(wt+φ)

式(36)(37)を(21)に 代 入す るとxc=yG駕0を 満た して

いることが分かる.

さて,式(36)(37)を 式(14)に 代 入す ると,解 が存在する

ためには次式が成 り立たな くてはならない.

Kcos(wt+φ)sin(Wt)

+Dωcos(wt+φ)cos(wt)=〓(38)

この場合,任 意の時間tに ついて上式が成立するとは言えない.

そ こで,皿 の一回転中の平均 として成立す ることを考えてみる.

式(38)を1周 期にわたって時間平均 を取る(平 均を<>で

表 す)と 次式が得 られる.

〓(39)

この式 は次式のように変形 される.

〓た だ し,

〓|sin(φ+Φ)|≦1で あることから竿 を振 る振幅の条件 として

〓が得 られる.

A.2安 定条件

竿を一方向のみ振 ったときの周期解 まわ りで微小変動 に対す

る変分方程式 をつ くると次式 を得 る.

〓式(43)(44)に お いてゆっくりした △θ3,△ θ3の 変化 を無視 し

て積分すると,ω≫ωkの とき

〓を得る.式(45)と そ れを時間について微分 した ものを式(42)

に代 入すると次式を得る.

〓式(46)で ゆ っくりした △θ1,△ θ1の 運動 に着 目するために,

速 い振動については時間平均 をとると次式 を得 る.

〓よって,上 式から周期解が漸近安定であるためには平均的に次

式 を満たせば よいことが分かる.

< Kcosφ+Dωsinφ>>0(48)

B.極 座 標 を利用 した皿 ま わ しの運動 の安定解析

竿のたわみ部 に極座標系を導入 して

δx=rcosΘ
(49)

δy=rsinΘ

とす る.こ の と き,定 常 解 をr=re,Θ=Wt+σ とす る と竿

の た わ み 部 の 解 の 式(23),ま た は 式(37)(一 方 向 に 竿 を 振 る

場 合)よ り次 式 の 関 係 を 得 る.

r,cos(wt+σ)=l2sin(wt+φ)-Al1sin(wt)(50)

resin(ωt+σ)=+l2cos(wt+φ)+αl1cos(ωt)

竿 を二 方 向 に振 る場 合 は α=A

竿 を一 方 向 に振 る場 合 は α=0
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上式より次式の関係 を得 る.

TeCOSσ=l2sinφ

Tesinσ=βl1+l2COSφ(51)

竿を一方向に振る場合 は β=A

竿 を一方向に振る場合 は β=A/2

よ って,極 座標で表 した竿のたわみ部の定常解は次式となる.

〓(52)

また,式(49)よ り解の まわ りで微小変動が生 じた場合

δx+△ δx=(T+△r)cos(Θ+△Θ)(53)

δy+△ δy=(r+△r)sin(Θ+△Θ)

の関係 を得 る.よ って,解 の式(18)(52)の まわ りでの微小変

分 に対 し

△ δx=(ωt+σ)△r-resin(ωt+σ)△Θ(54)

△δy=sin(ωt+a)△r+recos(ωt+σ)△Θ

が成 り立つ.

式(54)を 利用 して,変 分方程式(27)～(29)を 変換 する と

次式 を得 る.

θ=Zθ(55)

た だ し,

θ=(θ3,θ3,r,r,Θ,Θ)T

〓〓

実験で使用 したTable1に 示 す皿まわ しの各パラメータから,

式(26)よ り竿 を振 る振幅を

β =0.04

式(24),(32)よ り位 相 を

φ=0.45

とする.こ れらの値 をもとに行列Zの 固有値 を求める と

-1.9±26.5i,-2.0±11.2i,-0.03±2.1i

とな り,す べての固有値の実数部が負になることか ら皿まわ し

の解 はすべて漸近安定であることが分かる.
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