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学術 ・技術論文

引き込み を利用 したブランコの振れ制御

梶 原 秀 一*1橋 本 幸 男*2松 田 敏 彦*2土 谷 武 士*3

Control of Swing Using Entrainment

Hidekazu Kajiwara*1, Yukio Hashimoto*2, Toshihiko Matsuda*2 and Takeshi Tsuchiya*3

Timely input sometimes can control periodic movement of mechanical systems. In the swing which is the para-

metric excitation system, when the center of gravity is moved in double cycle, the swing's amplitude increases, and 

it decreases when this phase is moved ƒÎ [rad] . But it is difficult to control a swing in the wide range, because the 

cycle of the swing depends on its amplitude. This paper shows that the van der Pol's equation inputted the swing's 

angular velocity can compose the frequency observer, and proposed the new control form of a swing that the center 

of gravity is moved by nonlinear feedback which consists of equation's output.
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1.は じ め に

周期 的 に運動 す る メカニ カル シ ステ ムに,タ イ ミング よ く制

御 入力 を加 え る と制 御 目的 を達 成で きる場 合が あ る.例 え ば,

大道 芸で あ る皿 まわ しは,皿 の 回転 運動 に合 わせ て竿 を振 る こ

とに よ り実現 で きる.竿 を振 る タ イ ミングは,竿 の たわみ も考

慮 した数 理 モデ ルに よ り解 析が 可能 で あ るが,実 際 に皿 を回す

と き,不 安定 な竿の先 端で 回転 してい る皿 の状態 量 を観測 しな

が ら竿 を振 る こ とは難 し く,こ の タ イ ミングを実 現す る こ とは

容 易で は ない.と ころが,タ イ ミン グを無理 に合 わせ よ うとし

な くて も,竿 の固有 周波 数以 上で 竿 を振 り,皿 の回転 周期 が竿

を振 る周期 に 引 き込 まれ る 同期現 象 を利用 す る と,自 動 的 に タ

イ ミングが 合 い,皿 の 回転運 動 を まった く観測 しない オープ ン

ル ープ 制御 で も皿 を回す ことが で きる 国.本 研究 では 皿 まわ し

の よ うに制御 対象 と制御 入 力 をあ るタ イ ミングで 同期 させ る と

そ の制御が 可 能 にな るシ ステ ム として,ブ ラン コの制御 を取 り

上げ る.

ブ ラン コを タ イ ミング よ くこぐ ため には,ブ ラン コが 振 れ る

周 期の2倍 で 重心 を上下 させ る とよい こ とが 知 られ て い る[2].

ブ ラ ンコの振 れが 小 さい場 合 はその 周期 は一 定 なため,あ る程

度振 れ を制御 す る こ とがで きるが,大 域 的 に振れ を制 御す る場

合 はブ ラン コの 周期 は振 幅 に依存 して 変化 す るため,そ の周期

をフ ィー ドバ ックしてブ ラ ンコ と重心 移動 を同期 させ 続け る制

御 方法が 必 要 とな る.ブ ランコは パ ラ メー タ励振 系 としてそ の

数 理 は詳 し く解 析 され てい るが,そ の振 れ と重心 運動 を同期 さ

せ て ブ ラ ンコ を積 極 的 に制 御 し よ うとす る試 み は これ まで な

か った よ うに思 われ る.そ こで本研 究 では 非線 形振 動子 の引 き

込 み 現象[3]を 利 用 して 振れ と重心 移動 を同期 させ る こと を考

え る.引 き込 み現 象 には 固有周期 の 異な る複数 の 自律振 動子が

相互 に影 響す るこ とに よ り,す べ て 同一の 周期 で振 動す る相 互

引 き込み と,振 動 子 に周期 的 な外 力 を加 えた とき,振 動 子 の 自

由振 動が 外力 の 周期運 動 に同期 す る強制 引 き込 みが あ る.本 論

文で は非 線形 振動 子 に外力 としてブ ラン コの 運動 を加 え,強 制

引 き込 み を利 用 したブ ラン コの制御 方法 を検 討す る.

本論 文で は まず ブ ラ ンコの数 理 モデ ル を もとにダ イナ ミクス

を導 出 し,ブ ラ ンコのエ ネルギ ー変 化率 か らそ の振れ を大 域 的

に制御 で きる タ イ ミングを解析 す る.結 果 として,ブ ラン コの

振 れ を 自由に制御 す るため には,振 れ と重心 移動 の周期 を1:2

の割合 で 同期 させ なが ら,一 定の位 相 関係 を満 た し続け る必 要

が あ るこ とが分か る.次 に,非 線形振動 子 としてvan der Pol方

程式 を考 え,そ の 入力 としてブ ラ ンコの運 動 を加 えた と き,方

程式 の周 期解 とブ ランコが 同期 す る条件 を導 出す る.以 上の 結

果 をふ まえ,ブ ラ ンコの角 速度 をvan der Pol方 程 式 の入力 と

して与 え,そ の 出力で 構成 され る非線 形 フ ィー ドバ ックに よ り

重心 を移動 させ てブ ラ ンコを制 御す る新 しい制御 方式 を提案 す

る.実 際 にブ ラン コロボ ッ トを製作 し提 案 した制御 方 法の検 証

を行 った結果,自 由に振れ の増加 ・減少 の制御が 可 能で あ った.
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Fig. 1 Swing system and its coordinates

2.ブ ラ ン コの 運 動 方 程 式

本研 究で はブ ラン コを力学 的 に扱 うモデ ル と して,棒 の長 さ

が 時 間的 に変化 す る単振 り子 を考 え る.

Fig.1に 示 す よ うに座標 系 を設定 し,以 下 に示 す記号 を定 義

す る.

e:棒 の 長 さ

θ:振 り子の 振れ 角

m:お も りの 質量

g:重 力 加速 度

f:お も りに加 え られ る力

この とき,ブ ラ ンコの運動エ ネルギ ーT,重 力 に よるポ テ ンシャ

ル エ ネルギ ーuは 次 式 とな る.

〓(1)〓(2)

式(1)(2)を ラグ ラ ンジ ュの運 動 方程 式 に代 入 して振 り子 の

運動 方程 式 を求め る と以下 の式が 得 られ る.

〓(3)

〓(4)

3.ブ ラ ン コ を こ ぐ タ イ ミン グ

本 章で は大 域 的 にブ ラ ン コが 振 れ る場 合で も1:2の 割 合 で

ブ ラン コと重心 移動 を同期 させ る ことに よ りブ ラン コの振 れ を

制 御で きるこ と をブ ラン コの エ ネルギ ー変 化率 か ら説明 す る.

ブ ランコの全エ ネルギ ーは式(1)(2)よ り次式で 与え られ る.

E=T+u

〓(5)

式(5)を 時 間 につ いて微 分 す る と,次 式 の よ うなエ ネルギ ー

変 化率

〓(6)

が 得 られ る.式(3)を 考慮 す る と,式(6)は

〓(7)

となる.

棒 の長 さ4を 時 間的 に変化 させ た と きのエ ネルギ ー変 化率 を

求め る には,ブ ラ ンコの運 動 を式(3)か ら求 め る必 要が あ る.

しか し,式(3)は 非線 形 な微 分 方程 式 の ため厳 密 に 解 を求 め

る ことが難 しい.そ こで,ブ ラン コを こぐ重心 の上 下運 動は小

さ く,ブ ラン コのエ ネルギ ーはゆ っ くりと変化 す る と仮 定 して

解 析 を進 め るこ とにす る.

ブ ラ ンコの振 れ を制御 す るため に,重 心 位置 を次 式に 従 って

変 化 させ た とす る.

e=e0+δsin(2wt+φ)(8)

e0は 重心 の平均 位置

0<δ 《eo

この と き,重 心 位置 の変 化 δは,支 点か ら重心 まで の平均 位置

eoに 対 して十 分小 さい と仮定 してい るか ら,式(8)に 従 って

重心 を上下 に移動 させ て も,ブ ラン コの 周期 と振 幅は ほ とんど

変 わ らない と考 え られ る.そ こで,ブ ラ ンコの運動 は次 式 の単

振 り子 の運動 方程 式の 解で 近似 で き ると仮定 す る.

〓(9)

式(9)の 両 辺 に θ をか けて積 分 し整理 す る と次 式 とな る.

〓

(10)

θ=0の と きθ=θmax

また,式(9)はJaccobiの 楕 円 関数 を利用 して厳 密 に解 くこ

とがで き,そ の運動 は

〓

(11)

snはJacobbiの 楕 円 関数

で 与 え られ,振 り子 な らび に式(11)の 周期 は

〓(12)

で表 され る[4].

以 上 の ことか ら振 り子の 運動 と式(11)は フー リエ 級数 展開

で きて

〓(13)

〓(14)〓

と表す ことがで きる.

い ま,振 れ の振 幅 値が 時 間的 にゆ っ くりと変 化す る もの と仮

定 して,式(8)(10)(14),お よび 式(8)を 時 間 につ い て1
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回微分 した もの を式(7)に 代 入 し,1周 期Tに わ た って平均

を とる と,ブ ラ ンコのエ ネルギ ー変化率 の 時 間平 均 は次式 とな

る(導 出 は付 録A参 照).

〈E>=3mgδ ωb21cosφ(15)

式(15)よ り,ブ ラン コ と重 心移 動 を φ=0で 同期 させ ると,

振 れが 増加 す る こと.ま た,φ=π で 同期 させ ると振 れ は減 少

す るこ とが 分 か る.

以 上 の結 果 か ら,ブ ラ ン コの振 れが 大 き くな った場 合 で も,

ブ ラン コが 振れ る周期 の2倍 で 重心 を上 下 させ るこ とに よ り振

れ を制御 で きる こ とが 分か る.

4.引 き 込 み を利 用 した ブ ラ ン コ の 振 れ 制 御

前 章 の解析 結果 に よ り,大 域 的にブ ラン コの振れ を制 御 す る

た め には ブ ラ ンコの振 れ と重 心 移動 を1:2の 割 合で 同期 させ

つ つ,そ れ らの運 動 の間 に一定 の位 相 関係 を満 た し続 け る必 要

が あ った.

こ こで,ブ ラン コの振れ を制 御す るため に,重 心の位 置 を次

式 に従 って 変化 させ る場合 を考 え る.

e=eo-sγ θθ(16

)γ >0

ただ し,sは ブ ラ ンコの振 幅 の増 減 を切 り換 え る変数 でs=1

また はs=-1と す る.

ブ ラ ンコが式(13)の ように運動 してい る と き,上 式 は

〓(17)

となる.い まブ ラ ンコの運動 と して 基本波 周波 数 のみ を考 えて

い るが,こ れ は式(15)よ り,基 本 波成 分の みがブ ラン コのエ

ネルギ ー増加 率 に関係 して い るため であ る.

さて,式(17)でs=1と す ると式(8)に おいて φ=0の 場

合 に相当 し,式(15)よ りブ ランコの振 れ を増 加で き,s=-1

の 場合 は φ=π とな り振 れ を減 少で きる こ とが 分 か る.し た

が って,重 心 の位 置 を式(16)に 従 わせ る と,ブ ラン コの振 れ

を制御 で きる こ とが分 か る.し か しなが ら,ブ ラ ンコの初期 状

態が θ=0,θ=0の と きはe=eoと なって重 心移 動が 生 じず,

静 止 した状 態か らはブ ラン コの振れ を増 加で きない.そ こで本

研 究で は,入 力が ない場 合は 自励発 振 し,周 期 的な外 力が 入力

され る とそ の外 力 と同期 す る とい う非線 形振 動子 の 引 き込 み現

象 を利 用 した ブ ラ ン コの制 御 方法 を検討 す る.本 章 で は まず,

引 き込 み現 象 を利用 して ブ ラ ンコの運動 と重心 運動 を 同期 させ

る方法 につ い て述べ,そ の後,非 線 形振 動 子の 周期 解 を利 用 し

てブ ラ ンコの振 れ を制御 す る方法 につ いて 述べ る.

4.1非 線 形振動 子 の引 き込 み現象

引 き込 み現 象(同 期 また は同調 現象 と も呼ば れ る)と は,二

つ の周期 的現 象が 影響 しあ う結果,元 来は 異 な った 周期 を持 っ

てい るの に完全 にそれが 一致 す る現 象で あ る[3].引 き込み現 象

に は固有 周期 の異 な る複数 の 自律 振動 子が 相 互に影 響す るこ と

に よ り,す べ て同 じ周期 で振動 す る ようにな る相 互引 き込 み と,

周期 的 な外力が 振 動子 の 自由振動 を引 き込 む強制 引 き込 みが あ

る.本 節 では,非 線形振 動子 に外 力 としてブ ラ ンコの運 動 を加

え,強 制 引 き込み を利 用 してブ ランコ と振 動子 の 周期解 を同期

させ る方 法 につ いて述べ る.

非 線形 振動 子 と してvan der Pol方 程 式,そ の 入力 としてブ

ラン コの角速 度 を考 え る.

〓(18)

ただ し,ε,Ω,Kは 正 の定 数

ブ ラン コが式(13)で 運動 して い ると き,自 由振 動 と強制振 動

が 共存 す る と仮 定 し式(18)の 解が

x =αsin(Ωt+Φ)+βsin(ωt+ψ)(19)

で 与 え られ るとす る.

ここで,強 制 振動 の解 として基 本波 周波 数の み を考え てい る

が,こ れ は式(15)よ り,基 本波 成分 のみが ブ ラン コの エ ネル

ギ ー増 加 率に 関係 して い るためで あ る.

式(19)を 式(18)に 代 入 して,Ω,ω の項 だ けを式(18)か

らひろ い,sin,cosの 項 か ら

A cosΦ=0(20)

AsinΦ=0

〓(21)

〓

を 得 る.よ っ て,式(20)(21)よ り次 式 の 関 係 を 得 る.

〓(23)

〓(24)

〓(25)

式(23)よ り方 程 式 の 一 つ の 解 と し て α=0を 得 る.こ

れ は 自 由振 動 が 抑 制 され る こ と を 意 味 す る.も う一 つ の 解

6β2ω2+3α2Ω2=4は,自 由振動

〓(26)

を与 える こ とが 分か る.よ って,

〓(27)

の と き自由振動 が抑 え られ,ブ ラ ンコの運 動 とvan der Pol方

程 式 の解が 同期 す る ことに な る.
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い ま,0<ε 《Kと す る と式(24)よ り強制振 動 の振幅

〓(28)

を 得 る.上 式 よ り,Ω〓 ω,ま た はKが 十 分 大 きい と き式

(27)を 満 た し,引 き込 みが 起 こ るこ とが 分か る 。 したが って,

式(18)に おい て非線 形振動 子 の固 有周期 をブ ラン コの 周期 と

ほぼ 同 じに設定 し,十 分 大 きな 角速度 を加 え る とブ ラン コと振

動 子 は同期 す るこ とが 分 か る.

また,式(28)を 式(21)に 代 入す る と

〓(29)

の 関係 を得 る.よ って,ブ ラン コの運動 と非 線形 振動 子の 周期

解 が 同期 して い る(Ω=ω)と き,上 式 よ り周 期 解 の位 相 は

ψ=土 π/2と な る.

したが って,van der Polの 方程 式 の解 は

x=± βcos(ωt)(30)

とな り,ブ ラ ン コの振 れ と同相 また は逆相 で 同期す るこ とが 分

か る.

4.2ブ ラン コの振 れ制御

前 節の 解析 結 果 に よ り,van der Pol方 程式 に 入力 として ブ

ラ ンコの 角速度 を加 え る と,そ の周期 解は ブ ラ ンコの運動 と同

期 す る ことか ら,方 程式 はブ ランコの 周波 数 を推定 で きる周 波

数 オブザ ーバ と考 えて もよい こ とが 分か る.そ こで,式(16)

を も とに方程 式 の 周期 解x,xを 利用 し,重 心 の位 置 を次 式 に

従 わせ てブ ラ ンコの振 れ を制御 す る こと を考 え る.

e=eo-sγxx(31)

van der Pol方 程 式 は 入力が な い場 合で も 自励発 振 し周期 解 を

生 じ るこ とか ら,上 式 では ブ ラ ンコが 静 止 した状 態で も重 心が

移動 す るこ とが 分 か る.い ま,こ の 重心 移動 に よ りブ ラン コに

微小振 動が 生 じる とす る と,ブ ラン コの 角速度 が 方程式 に 入力

され は じめ るこ とに なる.よ って,自 励発 振 はブ ラ ンコの 周期

運動 に よ り抑制 され,周 期 解はブ ラン コの 微小 振動 と同期す る

よ うにな る.

い まこの よ うに して 同期 した周期 解 ,式(30)と 式(30)を

時間 につ いて1回 微 分 した 式 を式(31)に 代 入す る と

〓(32)

と な る.よ って,s=1の と きは ブ ラ ン コ の振 れ が 増 加 し,

s=-1の と きはブ ラン コの 振れ が 減少す る こ とが 分か る.

また,前 節 の解 析結 果で はブ ラン コと方程 式 の解が 同相,逆

相 のど ち らで 同期 す るかが 不明 であ った.し か し,式(31)の

よ うに 制御 入力 を構成 す る ことに よ り,ど ちらの 位相 関係 で 同

期 して も必 ず 式(32)と な る こ とが 分か る.

5.実 験

本 章で は前 章で 示 したブ ラ ンコの 制御方 法 の有効 性 を確認 す

るた め に,実 際 に ブ ラン コロボ ッ トを製作 し実 験 を行 った結 果

を以 下 に述 べ る.

Fig. 2 Swing robot system

Table 1 Parameters of van der Pol's equation

5.1ブ ラン コロボ ットの 構成

Fig.2に 製作 したブ ラン コロボ ッ トを示 す,ブ ラ ンコの支 点

部 には ラジ コン用 のサ ーボ モー タが取 り付 け てあ り,こ のモ ー

タが 回転 す るこ とに よ りお も りが 上下 して 重心位 置が変 化す る.

このお も りは鉛 直軸か らわず かに傾 い た方 向に運 動 す る ように

してあ り,静 止 した状 態で お も りを上下 させ ると,水 平 方向 に

微小 な振 れが 生 じ るよ うにな って い る.制 御 器 には富 士通 社製

FM/V-BIBLO-NP13(OS-Linux)を 使 用 し,制 御 プ ロセ スは

C言 語で 記 述,制 御周 期 は20[msec]で 行 った.制 御 器 の 出力

は制 御器 のパ ラレルポ ー トか ら出力 され モ ー タを駆 動 す る.ブ

ランコの 角速 度は 支点 部 に取 り付 け られ た圧電 ジ ャ イロセ ンサ

(村 田 製作所 製ENC-05S)の 出 力 をA/D変 換 しパ ラレル ポー

トか ら制 御 器 に取 り込 んで い る.ま た,van der Po1方 程式 の

解 は制 御 周期 ご とに4次 のRunge-Kutta-Gill法 に よ り計 算

し た.こ の とき使 用 した方 程式 の 各パ ラ メー タをTable1に

示 す.

5.2実 験結 果

ブ ラ ン コ の 運 動 の様 子 を8ミ リ ビ デ オ カ メ ラで 撮 影 し,

1/30[sec]ご と の振 れ の 角 度 を 計 算 し て,グ ラ フ にプ ロ ッ ト

した結 果 をFig.3(a)～(b)に 示 す.

Fig.3(a)は ブ ラン コ とお もりの運 動 を同期 させ ず に,一 定周

波 数(2.5[Hz])で お も りを上 下 させ た場合 であ る.ブ ラン コの

振れ が小 さい場 合 にはブ ランコ と重 心移動 は1:2の 割合で 同期

してい るため に振 れが 増加 す るが,振 れが 大 き くな る とブ ラ ン

コの 周期 が変 化 し,同 期 が くず れ るため に振れ が 減 少す る.

Fig.3(b)は ブ ラン コが 静止 した状 態 か ら,ブ ラ ン コ とお も

りの 上下 運動 を同期 させ て,振 れ を増加 させ た場 合で あ る.静

止 した状 態 か らで も,van der Pol方 程式 の 自励 発振 に よ り微

小 振 動が 生 じ,振 れ は増 加 を始 め る こ とが 分 か る.180° 付 近

まで振 り上 った後 ブ ラ ンコは 回転 を始 め,連 続 回転(6～8回)

が 実現 で きた.

Fig.3(c)は 振れ を増加 して い ると きのvan der Pol方 程式 の

解 と角 速度 セ ンサの 出力 の位 相関 係 を示 した もので あ る.位 相
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Fig. 3 Time variation of swing

Fig. 4 Time variation of swing

差 は π/2[Tad]と な ってい る こ とか ら,解 はブ ラ ンコの振 れ と

同期 してい るこ とが 分か る.ま た,Fig.3(d)よ りブ ラ ンコと方

程 式 の解 で構 成 され るお も りの制 御量 は1:2の 割 合 で 同期 し

てい る ことが 分 か る.

Fig.4(a)は 振 れが 減少す る よ うに制御 した場 合で あ る.効 果

的にブ ランコの振れ を抑 制で きるこ とが 分か る.ま た,Fig.4(b)

は振れ を増 加制 御 して い る とき,ブ ラ ンコ と重 心 移動 の同期 を

くず すた め に外 乱 を加 え た場 合 であ る.外 乱 を加 え られ て も再

び 同期 し,振 れ が増 加 す るこ とが 分 か る.

6.お わ り に

本 論文 で はブ ラ ンコの振 れ を制御 す る方法 として非 線形振 動

子 の引 き込み 現象 を利 用 してブ ラン コの振 れ と重 心移 動 を同期

させ て制 御す る方 法 を提案 した.本 手法 で はブ ラ ンコ と重 心運

動 を同期 させ るため に,ブ ラン コのお お よその周 期 と角速 度だ

けが 分か れば よ く,振 れの 増加 ・減 少 を大域 的 に同 じ制御 則で

制御 す る ことが で きる.

直進 形 クレー ンで荷 を搬 送 す る場 合,地 切 り際 の 横 引 きや

搬 送途 中の 突風 の せ いで 吊 り荷 に横 揺 れが 生 じ る場 合が あ る.

ク レー ンの巻 き上 げ機 構 を利 用 す る と横 揺 れ は 簡単 な開 ル ー

プ で揺 れ を減衰 させ る こ とが で きるが,状 態の揺 れ を フ ィー ド

バ ッ クしてい ない ため に完全 に荷 の揺 れ を止め る こ とが で きな

い[5].そ こで,吊 り荷 に角速 度 セ ンサ を取 り付 け本手 法 を適 用

す る と荷 の揺れ を抑 制 し,外 乱 に も強い制 御が 期待 で き る.ま
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た,鉄 棒 ロボ ッ トの 制 御[6][7]で は,全 体 の 動 き を シ ミ ュ レ ー

シ ョン で 確 認 しな が ら,試 行 錯 誤 的 に 制 御 入 力 を 決 め る こ と が

必 要 で あ っ た が,多 リ ン ク系 で あ る鉄 棒 ロ ボ ッ トを1リ ン ク系

で あ る ブ ラ ン コ と し て 近 似 す る こ と に よ り本 手 法 が 適 用 で き,

簡 単 に 大 車 輪 な ど の 制 御 が 実 現 で き る と考 え て い る.
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A.式(15)の 導 出

式(8)に 従 っ て ブ ラ ン コ の 重 心 位 置 を 周 期 的 に 変 化 させ る

と き,ブ ラ ン コが 振 れ る1周 期T=2π/ω に わ た る 時 間 平 均 を

<>で 表 す と次 式 が 成 立 す る.

〓( 33)

〓(34)

よって,式(7)の 時 間平均 は次式 となる.

〓(35)

式(8)(10)(14)を 代 入 して計 算 を進 め る と式(35)は 以下

の ように変形 で き る.

〓)

〓

〓〓(36)

ただ し,δ2の 項は微 小 であ る として 省略 した.

ここで,

〓(37)〓

(38)

〓( 39)

であ るか ら,式(36)は 次 式の ように変形 で き,式(15)が 導

出で きる.

<E>=3mgδwb21cosφ(40)
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