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学術 ・技術論文

引き込みを利用 したブランコの振れ制御

梶 原 秀 一*1橋 本 幸 男*2松 田 敏 彦*2土 谷 武 士*3

Control of Swing Using Entrainment

Hidekazu Kajiwara*1, Yukio Hashimoto*2, Toshihiko Matsuda*2 and Takeshi Tsuchiya*3

Timely input sometimes can control periodic movement of mechanical systems. In the swing which is the para-

metric excitation system, when the center of gravity is moved in double cycle, the swing's amplitude increases, and 

it decreases when this phase is moved ƒÎ [rad] . But it is difficult to control a swing in the wide range, because the 

cycle of the swing depends on its amplitude. This paper shows that the van der Pol's equation inputted the swing's 

angular velocity can compose the frequency observer, and proposed the new control form of a swing that the center 

of gravity is moved by nonlinear feedback which consists of equation's output.
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1.は じ め に

周期的に運動するメカニ カルシステムに,タ イミングよく制

御入力を加 えると制御 目的を達成で きる場合があ る.例 えば,

大道芸である皿まわしは,皿 の回転運動に合わせて竿を振るこ

とにより実現で きる.竿 を振るタイミングは,竿 のたわみ も考

慮した数理モデルによ り解析が可能であるが,実 際に皿を回す

とき,不 安定 な竿の先端で 回転 している皿の状態量を観測 しな

が ら竿を振ることは難し く,こ のタイミングを実現することは

容易ではない.と ころが,タ イミングを無理に合わせ ようとし

な くて も,竿 の固有周波数以上で竿を振 り,皿 の回転周期が竿

を振る周期に引き込 まれる同期現象を利用すると,自 動的にタ

イミングが合い,皿 の回転運動をまった く観測 しないオープ ン

ループ制御でも皿を回す ことがで きる国.本 研究では皿まわし

のように制御対象 と制御入力をあるタイミングで同期させると

その制御が可能になるシステムとして,ブ ランコの制御 を取 り

上げ る.

ブ ランコをタイミングよ くこぐためには,ブ ランコが振れる

周期の2倍 で重心 を上下 させ るとよいことが知られている[2].

ブ ラ ンコの振れが小さい場合はその周期は一定なため,あ る程

度振れを制御することがで きるが,大 域的に振れ を制御す る場

合はブ ランコの周期は振幅に依存して変化するため,そ の周期

をフ ィードバ ックしてブランコと重心移動を同期 させ続ける制

御方法が必要となる.ブ ランコはパラメー タ励振系 としてその

数理は詳し く解析されているが,そ の振れ と重心運動 を同期さ

せてブ ランコを積極的に制御 しようとす る試みはこれ までな

か ったように思われ る.そ こで本研究では非線形振動子の引 き

込み現象[3]を 利 用して振れ と重心移動 を同期 させ ることを考

える.引 き込み現象には固有周期の異なる複数の自律振動子が

相互に影響す ることにより,す べて同一の周期で振動する相互

引 き込み と,振 動子に周期的な外力を加えた とき,振 動子の自

由振動が外力の周期運動に同期する強制引き込みがある.本 論

文では非線形振動子に外力 としてブ ランコの運動を加え,強 制

引 き込みを利用したブ ランコの制御方法を検討する.

本論文ではまずブランコの数理モデルをもとにダ イナ ミクス

を導出し,ブ ランコのエネルギー変化率からその振れ を大域的

に制御で きるタイミングを解析する.結 果 として,ブ ランコの

振れを自由に制御するためには,振 れと重心移動の周期を1:2

の割合で同期させなが ら,一 定の位相関係を満たし続ける必要

があることが分かる.次 に,非 線形振動子としてvan der Pol方

程式を考え,そ の入力 としてブランコの運動を加えたとき,方

程式の周期解 とブ ランコが同期する条件を導出する.以 上の結

果をふまえ,ブ ランコの角速度 をvan der Pol方 程 式の入力 と

して与え,そ の出力で構成 される非線形フ ィードバ ックにより

重心 を移動させてブランコを制御す る新 しい制御方式を提案す

る.実 際にブ ランコロボ ットを製作 し提案した制御方法の検証

を行った結果,自 由に振れの増加 ・減少の制御が可能であった.
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Fig. 1 Swing system and its coordinates

2.ブ ラ ン コの 運動方程式

本研究ではブ ランコを力学的に扱 うモデルとして,棒 の長 さ

が時間的に変化する単振 り子を考える.

Fig.1に 示 すように座標系を設定し,以 下に示す記号を定義

す る.

e:棒 の 長さ

θ:振 り子の振れ角

m:お も りの質量

g:重 力加速度

f:お もりに加えられる力

このとき,ブ ランコの運動エネルギーT,重 力によるポテンシャ

ルエネルギーuは 次式となる.

〓(1)〓(2)

式(1)(2)を ラグランジュの運動方程式に代入 して振 り子の

運動方程式を求めると以下の式が得 られる.

〓(3)

〓(4)

3.ブ ラ ン コをこぐ タイ ミング

本章では大域的にブランコが振れる場合で も1:2の 割 合で

ブ ランコと重心移動 を同期させることによりブ ランコの振れを

制御で きることをブ ランコのエネルギー変化率から説明する.

ブ ランコの全エネルギーは式(1)(2)よ り次式で与えられる.

E=T+u

〓(5)

式(5)を 時 間について微分す ると,次 式の ようなエネルギ ー

変化率

〓(6)

が得 られる.式(3)を 考慮すると,式(6)は

〓(7)

となる.

棒 の長 さ4を 時間的に変化 させたときのエネルギー変化率を

求めるには,ブ ランコの運動を式(3)か ら求める必要がある.

しか し,式(3)は 非線形な微分方程式のため厳密に解を求め

ることが難 しい.そ こで,ブ ランコをこぐ重心の上下運動は小

さく,ブ ランコのエネルギ ーはゆっ くりと変化すると仮定して

解析を進めることにする.

ブ ランコの振れを制御するために,重 心位置を次式に従って

変化させたとする.

e=e0+δsin(2wt+φ)(8)

e0は 重心の平均位置

0<δ 《eo

この とき,重 心位置の変化 δは,支 点から重心 までの平均位置

eoに 対して十分小 さいと仮定 しているか ら,式(8)に 従 って

重心 を上下に移動 させて も,ブ ランコの周期 と振幅はほとんど

変わらないと考えられ る.そ こで,ブ ランコの運動は次式の単

振 り子の運動方程式の解で近似できると仮定する.

〓(9)

式(9)の 両 辺に θをかけて積分し整理すると次式となる.

〓

(10)

θ=0の と きθ=θmax

また,式(9)はJaccobiの 楕 円関数 を利用 して厳密に解 くこ

とがで き,そ の運動は

〓

(11)

snはJacobbiの 楕 円関数

で与えられ,振 り子ならびに式(11)の 周期は

〓(12)

で表 され る[4].

以 上 のことから振 り子の運動 と式(11)は フーリエ級数展開

で きて

〓(13)

〓(14)〓

と表す ことがで きる.

い ま,振 れの振幅値が時間的にゆっ くりと変化するものと仮

定 して,式(8)(10)(14),お よび式(8)を 時 間について1
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回微分 したものを式(7)に 代 入し,1周 期Tに わたって平均

をとると,ブ ランコのエネルギ ー変化率の時間平均は次式 とな

る(導 出は付録A参 照).

〈E>=3mgδ ωb21cosφ(15)

式(15)よ り,ブ ランコと重心移動を φ=0で 同期 させ ると,

振 れが増加すること.ま た,φ=π で同期 させ ると振れは減少

することが分かる.

以 上の結果か ら,ブ ランコの振れが大 き くなった場合で も,

ブ ランコが振れ る周期の2倍 で重心を上下させ ることにより振

れを制御できることが分かる.

4.引 き 込み を利用 したブラ ンコの振れ制御

前章の解析結果によ り,大 域的にブ ランコの振れ を制御する

ためにはブランコの振れ と重心移動 を1:2の 割 合で 同期させ

つつ,そ れらの運動の間に一定の位相関係を満たし続ける必要

があった.

こ こで,ブ ランコの振れ を制御す るために,重 心の位置を次

式に従って変化 させる場合 を考える.

e=eo-sγ θθ(16

)γ >0

ただし,sは ブランコの振幅の増減を切 り換える変数でs=1

また はs=-1と す る.

ブ ランコが式(13)の ように運動 しているとき,上 式は

〓(17)

となる.い まブランコの運動 として基本波周波数のみを考えて

いるが,こ れは式(15)よ り,基 本波成分のみがブ ランコのエ

ネルギー増加率に関係 しているためである.

さて,式(17)でs=1と す ると式(8)に おいて φ=0の 場

合に相当し,式(15)よ りブ ランコの振れを増加で き,s=-1

の 場合は φ=π とな り振れを減少で きることが分かる.し た

が って,重 心の位置を式(16)に 従 わせ ると,ブ ランコの振れ

を制御できることが分かる.し かしなが ら,ブ ランコの初期状

態が θ=0,θ=0の と きはe=eoと なって重心移動が生じず,

静 止した状態か らはブ ランコの振れ を増加で きない.そ こで本

研究では,入 力が ない場合は 自励発振し,周 期的な外力が入力

されるとその外力と同期するとい う非線形振動子の引き込み現

象を利用したブランコの制御方法 を検討す る.本 章ではまず,

引 き込み現象を利用 してブランコの運動 と重心運動を同期 させ

る方法について述べ,そ の後,非 線形振動子の周期解を利用 し

てブランコの振れを制御する方法について述べる.

4.1非 線 形振動子の引き込み現象

引 き込み現象(同 期または同調現象 とも呼ばれる)と は,二

つの周期的現象が影響 しあう結果,元 来は異なった周期を持 っ

ているのに完全にそれが一致する現象である[3].引 き込み現象

には固有周期の異なる複数の自律振動子が相互に影響す ること

により,す べて同じ周期で振動するようになる相互引 き込みと,

周期的な外力が振動子の自由振動 を引き込 む強制引き込みがあ

る.本 節では,非 線形振動子 に外力 としてブランコの運動を加

え,強 制引き込み を利用してブ ランコと振動子の周期解 を同期

させ る方法について述べ る.

非 線形振動子としてvan der Pol方 程 式,そ の入力 としてブ

ランコの角速度を考える.

〓(18)

ただ し,ε,Ω,Kは 正 の定数

ブ ランコが式(13)で 運動しているとき,自 由振動 と強制振動

が共存すると仮定し式(18)の 解が

x =αsin(Ωt+Φ)+βsin(ωt+ψ)(19)

で 与 えられ るとする.

ここで,強 制振動の解 として基本波周波数のみを考えている

が,こ れは式(15)よ り,基 本波成分のみがブ ランコのエネル

ギ ー増加率に関係しているためである.

式(19)を 式(18)に 代 入して,Ω,ω の項だけを式(18)か

らひろい,sin,cosの 項 から

A cosΦ=0(20)

AsinΦ=0

〓(21)

〓

を 得 る.よ っ て,式(20)(21)よ り次 式 の 関 係 を 得 る.

〓(23)

〓(24)

〓(25)

式(23)よ り方程 式の 一つの 解 として α=0を 得 る.こ

れは 自由振 動が抑制 され ることを意味す る.も う一つの解

6β2ω2+3α2Ω2=4は,自 由振動

〓(26)

を与えることが分かる.よ って,

〓(27)

のとき自由振動が抑えられ,ブ ランコの運動 とvan der Pol方

程 式の解が同期することになる.
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いま,0<ε 《Kと すると式(24)よ り強制振動の振幅

〓(28)

を得る.上 式 よ り,Ω〓 ω,ま たはKが 十分大 きい とき式

(27)を 満 たし,引 き込みが起こることが分かる。したが って,

式(18)に おいて非線形振動子の固有周期 をブ ランコの周期 と

ほぼ同じに設定 し,十 分大きな角速度を加えるとブ ランコと振

動子は同期することが分かる.

また,式(28)を 式(21)に 代 入すると

〓(29)

の関係を得る.よ って,ブ ランコの運動 と非線形振動子の周期

解が同期 して いる(Ω=ω)と き,上 式よ り周期解の位相は

ψ=土 π/2と な る.

したが って,van der Polの 方程式の解は

x=± βcos(ωt)(30)

となり,ブ ランコの振れ と同相または逆相で同期す ることが分

かる.

4.2ブ ランコの振れ制御

前節の解析結果により,van der Pol方 程式に入力 としてブ

ランコの角速度 を加えると,そ の周期解はブランコの運動 と同

期することから,方 程式はブ ランコの周波数を推定できる周波

数 オブザーバ と考えて もよいことが分か る.そ こで,式(16)

を も とに方程式の周期解x,xを 利用 し,重 心の位置を次式に

従わせてブランコの振れを制御することを考える.

e=eo-sγxx(31)

van der Pol方 程 式は入力がない場合で も自励発振 し周期解を

生じることか ら,上 式ではブランコが静止した状態で も重心が

移動することが分かる.い ま,こ の重心移動によりブ ランコに

微小振動が生 じるとすると,ブ ランコの角速度が方程式に入力

されはじめることになる.よ って,自 励発振はブランコの周期

運動により抑制 され,周 期解はブ ランコの微小振動 と同期す る

ようになる.

い まこの ようにして同期 した周期解 ,式(30)と 式(30)を

時間について1回 微分した式を式(31)に 代 入すると

〓(32)

となる.よ って,s=1の と きはブ ランコの振れが増 加 し,

s=-1の と きはブ ランコの振れが減少することが分か る.

また,前 節の解析結果ではブ ランコと方程式の解が同相,逆

相のどちらで同期するかが不明であった.し か し,式(31)の

よ うに制御入力を構成することによ り,ど ちらの位相関係で同

期しても必ず式(32)と な ることが分かる.

5.実 験

本章では前章で示したブランコの制御方法の有効性を確認す

るために,実 際にブランコロボ ットを製作 し実験を行った結果

を以下に述べる.

Fig. 2 Swing robot system

Table 1 Parameters of van der Pol's equation

5.1ブ ランコロボ ットの構成

Fig.2に 製作 したブランコロボ ットを示す,ブ ランコの支点

部には ラジコン用のサーボモー タが取 り付けてあ り,こ のモー

タが回転することによりおもりが上下 して重心位置が変化する.

このお もりは鉛直軸か らわずかに傾いた方向に運動するように

してあ り,静 止した状態でおもりを上下 させ ると,水 平方向に

微小な振れが生じるよ うになっている.制 御器には富士通社製

FM/V-BIBLO-NP13(OS-Linux)を 使 用し,制 御プロセスは

C言 語で記述,制 御周期は20[msec]で 行 った.制 御器の出力

は制御器のパ ラレルポー トから出力 されモータを駆動する.ブ

ランコの角速度は支点部に取 り付け られた圧電 ジャイロセンサ

(村 田製作所製ENC-05S)の 出 力をA/D変 換 しパ ラレルポー

トか ら制御器に取 り込んでいる.ま た,van der Po1方 程式の

解 は制御周期ご とに4次 のRunge-Kutta-Gill法 に よ り計算

した.こ の とき使用 した方程式の各パ ラメータをTable1に

示 す.

5.2実 験結果

ブ ラ ンコの運動 の様 子 を8ミ リビデ オカ メラで 撮影 し,

1/30[sec]ご と の振 れの角度を計算 して,グ ラフにプ ロ ット

した結果をFig.3(a)～(b)に 示 す.

Fig.3(a)は ブ ランコとお もりの運動を同期 させずに,一 定周

波数(2.5[Hz])で お もりを上下させた場合である.ブ ランコの

振れが小 さい場合にはブ ランコと重心移動は1:2の 割合で同期

しているために振れが増加するが,振 れが大 きくなるとブラン

コの周期が変化し,同 期が くずれるために振れが減少する.

Fig.3(b)は ブ ランコが静止 した状態か ら,ブ ランコとおも

りの上下運動を同期 させて,振 れを増加 させた場合である.静

止 した状態からで も,van der Pol方 程式の 自励発振に より微

小振動が 生じ,振 れは増加を始めることが分かる.180° 付 近

まで振 り上った後ブランコは回転を始め,連 続回転(6～8回)

が 実現で きた.

Fig.3(c)は 振れを増加 しているときのvan der Pol方 程式の

解 と角速度センサの出力の位相関係を示したものである.位 相
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Fig. 3 Time variation of swing

Fig. 4 Time variation of swing

差は π/2[Tad]と な っていることか ら,解 はブ ランコの振れ と

同期 していることが分かる.ま た,Fig.3(d)よ りブランコと方

程式の解で構成 され るおも りの制御量は1:2の 割 合で同期 し

ていることが分かる.

Fig.4(a)は 振 れが減少するように制御 した場合である.効 果

的にブランコの振れを抑制できることが分かる.ま た,Fig.4(b)

は振れ を増加制御しているとき,ブ ランコと重心移動の同期 を

くずすために外乱を加えた場合である.外 乱を加えられて も再

び同期 し,振 れが増加することが分かる.

6.お わ り に

本論文ではブランコの振れを制御する方法 として非線形振動

子の引 き込み現象 を利用してブ ランコの振れ と重心移動を同期

させて制御す る方法を提案 した.本 手法ではブランコと重心運

動を同期 させ るために,ブ ランコのおおよその周期と角速度だ

けが分かれば よく,振 れの増加 ・減少を大域的に同じ制御則で

制御することができる.

直進形 クレー ンで荷 を搬送する場 合,地 切 り際の横引 きや

搬送途 中の突風のせいで吊 り荷に横揺れが生 じる場合が ある.

ク レー ンの巻 き上げ機構 を利用すると横揺れは簡単 な開ルー

プで揺れを減衰 させることができるが,状 態の揺れをフィード

バ ックしていないために完全に荷の揺れを止めることができな

い[5].そ こで,吊 り荷に角速度センサを取 り付け本手法を適用

すると荷の揺れ を抑制し,外 乱にも強い制御が期待できる.ま
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た,鉄 棒 ロボ ッ トの 制 御[6][7]で は,全 体 の 動 き を シ ミ ュ レ ー

シ ョン で 確 認 しな が ら,試 行 錯 誤 的 に 制 御 入 力 を 決 め る こ と が

必 要 で あ っ た が,多 リ ン ク系 で あ る鉄 棒 ロ ボ ッ トを1リ ン ク系

で あ る ブ ラ ン コ と し て 近 似 す る こ と に よ り本 手 法 が 適 用 で き,

簡 単 に 大 車 輪 な ど の 制 御 が 実 現 で き る と考 え て い る.
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A.式(15)の 導 出

式(8)に 従 っ て ブ ラ ン コ の 重 心 位 置 を 周 期 的 に 変 化 させ る

と き,ブ ラ ン コが 振 れ る1周 期T=2π/ω に わ た る 時 間 平 均 を

<>で 表 す と次 式 が 成 立 す る.

〓( 33)

〓(34)

よって,式(7)の 時 間平均 は次式 となる.

〓(35)

式(8)(10)(14)を 代 入して計算を進めると式(35)は 以下

の ように変形できる.

〓)

〓

〓〓(36)

ただ し,δ2の 項は微小であるとして省略 した.

ここで,

〓(37)〓

(38)

〓( 39)

であるから,式(36)は 次 式の ように変形でき,式(15)が 導

出で きる.

<E>=3mgδwb21cosφ(40)
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