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1 序論

通信需要の増大に伴い，有線通信路の大容量化を目指した研究開発が盛んに行われている．たと

えば，基幹有線通信路に利用する光ファイバとして，マルチコアファイバ [1]～[3]，フォトニック

結晶ファイバ [4]～[8]，ホーリーファイバ [5]～[14]，ブラッグファイバ [15]～[20]などの研究開発

が行われてきた [21]．

光ファイバに代表される有線通信用の導波路の設計では，導波路断面構造（屈折率分布）を適切

に構成することで，群遅延分散等の伝送特性を制御する．この断面構造の最適化は，候補とする断

面構造ごとに伝送特性を評価し，良好な構造を選択することを繰り返すことで行われる．このた

め，設計の自動化には，候補とする構造の創出法が重要な技術となっており，最適化法の検討が盛

んに行なわれている．また，数値計算を利用した伝送特性の定量的評価が多数回必要であることか

ら，実用的な自動最適化法の開発には，伝送特性の数値計算法の高速化ならびに高精度化が要求さ

れている．伝送特性計算法として，通常，汎用性が高く市販シミュレータでの利用が可能な多項式

を補間関数とする有限要素法（Finite Element Method: FEM）[22]～[27]あるいは有限差分時間

領域法が用いられる．どちらの解法も領域型であるため，外部にエネルギーを放射する漏洩モード

の伝送特性を計算するためには，完全整合層（Perfectly Matched Layer: PML）[28]～[35]を用い

て閉領域化する必要がある．また，高精度なモード伝搬特性の解析には，数値分散のため，要素あ

るいは格子に解析領域を十分細分化する必要があり，計算コストが大きくなる欠点がある．

一方，高精度な伝送特性解析法として，波動関数による級数展開を利用するMultipole Method

（MM）[36]～[43]やモード整合法等があるが，複雑な断面構造の解析は容易ではない．たとえば，

MMはコアやホールの断面が円や楕円の場合に取扱い形状が制限されており，MMを伝搬特性解

析に使用する自動最適設計では寸法最適化に限定される．このように，波動関数展開を利用する算

法は，高速性に優れるが汎用性が犠牲となり，さらに最終的に解くべき問題が非線形固有値問題

（Nonlinear eigenvalue problem: NEP）となる欠点がある．

多項式補間する汎用性の高い有限要素法と，波動関数展開による高速かつ高精度性を兼備えた

方法として，主に回折格子の散乱問題を対象として，ハイブリッドトレフツ有限要素法（Hybrid

Trefftz finite element method: HTFEM）[44]～[56]に基づく解析法が開発されている．この方法

は，形状適合性が良い通常要素と，波動方程式の基本解を補間関数とする高精度なトレフツ要素と

を併用して要素分割を行うものである．このため，最適化領域のように構造が複雑になる領域に通

常要素，他の無限領域，一様領域，円や楕円を含む不均質領域にトレフツ要素を用いて分割するこ

とで，FEMの汎用性を損なわずに高精度な解析が可能である．また，通常要素で分割する領域が

削減されるため，自動最適設計時の要素分割が容易となる．トレフツ要素を採用することで最終的

に解く行列方程式が NEPとなる欠点があるが，NEPの高速解法である Sakurai-Sugiura射影法

（Sakurai-Sugiura projection method: SSM）[54]，[55]，[57]～[85]を使用することでこの欠点を

解消できるものと期待されていた．

本論文は，高速な自動最適設計を目的として，電磁波導波路の伝搬特性を高速かつ高精度に解析
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する数値解析法の開発に関する研究を取りまとめたものである．数値分散を有するが汎用性に優れ

た有限要素法と，数値分散が小さいが汎用性に劣る波動関数によるフーリエベッセル展開を併用

可能なハイブリッドトレフツ有限要素解析法を新たに開発している．波動関数を用いるため，非線

形固有値問題（NEP）に帰着するが，Sakurai-Sugiura射影法（SSM）を用いることで，指定した

範囲内の全伝搬定数を縮退モードも含めて，高速に求解可能であることを初めて示している [54]，

[57]．なお，SSMを導波路解析の NEPに適用すると，モード数判定基準の設定が困難な場合があ

ることが数値計算により明らかとなった [54]，[57] ため，新たな判定指標を見出して [58]，[86]，こ

の問題点を克服 [58]している．また HTFEMのみならずMMから得られる NEPに縮退固有値用

SSMを適用し，SSMの妥当性，有用性を確認している [43]．さらに，ホーリーファイバを対象と

して，導波路伝搬特性解析用の HTFEMの開発を行い，導波路断面全体を解析対象とすることで

高精度に全伝搬モードの解析が可能であること [59]，界分布に対称条件 [87]，[88]を課すことで解

析対象とするモードを制約できること [61]を確認している．

以下に本論文の概要を示す．

第 2章では，伝搬方向に一様な電磁波導波路伝搬特性解析法の定式化を示す．はじめに，トレフ

ツ要素の補間関数として円筒座標系の変数分離解であるベッセル関数からなる波動関数を用いた

HTFEMの定式化を示す．次に，電磁界分布の対称性の制約を課した HTFEMの定式化，求解す

るモードを制限する HTFEMの定式化を示す．さらに，ホーリーファイバのように円柱状構造か

ら構成した導波路の伝送特性の高精度解析が可能なMMの定式化を示す．

第 3章では，NEPの SSMによる求解法を述べる．はじめに，SSMの定式化と不要解の判別指

標を示す．SSMには，縮退固有値の求解が可能なブロック版と，アルゴリズムがより簡単である

が，近接固有値の精度が低下する非ブロック版がある．数値計算例として，はじめに，非ブロック

版 SSM により求解可能な NEP に帰着する周期構造導波路の伝搬特性の HTFEM 解析結果を示

す．次に，縮退固有値を含めた NEPの求解が必要となる例として，ホーリーファイバの伝搬特性

のMMとブロック版 SSMを用いた解析結果を示す．さらに，NEPの行列が特異になる複素伝搬

定数を滑降シンプレックス法（Downhill Simplex Method: DSM）[89]～[91] で探索する場合と

SSMで求解した場合とを比較し，SSMの有用性を示す．

第 4 章では，新たに 2 章で定式化を行った HTFEM と SSM による数値計算例を示す．まず，

単純な構造である円筒誘電体導波路を対象として，トレフツ要素のみを用いて分割した HTFEM

解析を行い，解析解との比較により本解析法の妥当性を示す．次に，解析対象をホーリーファイ

バとし，ホールを含んだ円環状の不連続領域をベクトル要素で分割し, それ以外の一様領域をトレ

フツ要素で分割した HTFEM解析の結果を示す．この計算結果をベクトル要素を使用した文献値

[5]，[12]，[11]，Multipole Method による文献値 [38]，有限要素シミュレータである COMSOL

Multiphysics R⃝(COMSOL)を用いた計算結果と比較して，妥当性，有用性を示す．

第 5章では，本研究によって得られた結論を述べている．
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2 電磁波導波路伝搬特性の解析法

2.1 まえがき

導波モードの数値解析法として汎用性の高い有限要素法（Finite Element Method: FEM）があ

る．FEMは領域分割型の解析法であるため，解析領域を有限としなければならず，無限領域を解

析する場合に何らかの工夫が必要となる．この工夫のひとつが，電磁波が伝搬するにつれ減衰する

仮想材料を充填した完全整合層（Perfectly Matched Layer: PML）[28]～[35] を装荷することで

解析領域を有限化する方法である．界分布を調べる有限領域と無限領域を模擬する PMLとの境界

で無反射となるように，PML材料の減衰パラメータ，PML層厚みや設置位置などを問題毎に調

整決定する必要がある．また，PML領域を有限要素分割するため，吸収境界条件などのインピー

ダンス条件と比べ，最終的に解く行列方程式の次元数が増大する．

いま一つの工夫として，無限領域用の特殊な要素を用いる方法がある．その一つとして，系の支

配方程式を満足する関数を補間関数とするトレフツ要素を利用するハイブリッドトレフツ有限要素

法（Hybrid Trefftz Finite Element Method: HTFEM）[44]～[56]がある．

トレフツ要素は，無限領域の汎関数を接続境界上の節点間の行列関係式で与えるので，PMLが

無限領域を要素分割するのに比べ，最終的に解く行列固有値問題の次元数を小さくでき，支配方程

式を満足する関数で補間するので PML内の多項式補間に比べ数値分散が小さくなることが期待で

きる．しかしながら，PMLを使用した場合のように，各種の効率的解法が利用可能な一般化線形

固有値問題に帰着せず，正則な行列関数の非線形固有値問題となる．これまでは，周期構造導波路

を解析対象として，非線形固有値問題の解法は行列の条件数が発散する周波数と伝搬定数の組を探

索するものであった．

マルチコア光ファイバ，フォトニック結晶ファイバような縮退モードを有する伝搬問題へ適用す

るためには，無限領域用の波動関数を，電磁波の伝搬方向に周期性を有する空間高調波から，導波

路の横断面内で周期性を有する波動関数へ変更する必要がある．

また，対称モードあるいは反対称モードのように特定のモードのみを解析するには，電磁界分布

に対称性の制約を課す必要がある．また HTFEMは，空隙部分を含む円環領域を通常のベクトル

要素で分割するため，円柱列がコア部を何重にも取り囲むフォトニック結晶ファイバのように空隙

部分が広い場合には，全断面構造を解析するよりも界分布の対称性を利用して解析領域を縮小し，

計算時間を短縮することが望ましいと考えられる．

本章では，本論文で用いた導波路解析法の定式化を説明する．

2.2節では，伝搬方向に一様な電磁波導波路伝搬特性の解析のための，新たな HTFEM解析法の

定式化を示す．まず,トレフツ要素の補間関数として円筒座標系の変数分離解であるベッセル関数

からなる波動関数を用いた定式化を示す．次に，電磁界分布の対称性の制約を課した HTFEMの

定式化と求解不要なモードを抑制する HTFEMの定式化を示す．

さらに，2.3節では，ホーリーファイバ等の解析に有用な方法であるが,フーリエベッセル展開を
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図 2.1　誘電体導波路の断面図

利用するために非線形固有値問題に帰着するMultipole method(MM)の定式化の概略を示す．

2.2 ハイブリッドトレフツ有限要素法（HTFEM）

2.2.1 伝搬方向に一様な導波路のモード解析法の概要

図 2.1 に示す断面構造を有し，導波方向の z 軸方向に一様で無限に長い誘電体導波路を考え

る．全領域を誘電体とし，比透磁率を 1 とする．円筒座標系 (r, ϕ, z) を用いて，一様有限領域

Ω1(0 ≤ r ≤ a1)，コア，ホールなどの構造を断面に含む不連続領域 Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)，一様半無限

領域 Ω2(a2 ≤ r) に三分割する．領域 Ωi(i = 1, 2) は，比誘電率が εi の一様均質な誘電体，領域

Ωd は比誘電率が位置の関数 εd(x, y)の誘電体である．構造の z 軸方向一様性から，被導波の複素

伝搬定数を γ，角周波数を ωとすると，界の z 軸方向依存性は，exp{j(ωt− γz)}となる．ここに，
j は虚数単位である．このため，導波路断面の二次元領域の電磁界分布に HTFEMを適用するこ

とで，複素伝搬定数を固有値，電界分布を固有ベクトルとする行列方程式を得るので，この方程式

をブロック版 SSMで解くことでモード解析ができる．要素分割は，不連続領域 Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)

にベクトル要素を，一様な領域 Ω1(0 ≤ r ≤ a1)，Ω2(a2 ≤ r)にトレフツ要素を用いる．ベクトル

要素は，伝搬定数の有限要素解析に用いる図 2.2に示す通常のベクトル要素を用いるため，本章で

は説明を省略する．
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図 2.2　 9節点 12辺アイソパラメトリック要素

2.2.2 トレフツ要素での離散化

図 2.1に示す一様な領域 Ωi(i = 1, 2)の汎関数 Ii は

Ii =
1

2ui

∫
Γi

[
n̂ · (∇× Φ⃗× Φ⃗t +∇× Φ⃗t × Φ⃗)

]
ds

− 1

ui

∫
Γi

[
n̂ · (∇× Φ⃗× ⃗̃Φt +∇× Φ⃗t × ⃗̃Φ)

]
ds (2.1)

である．ここで，n̂は線積分素 dsの外向き法線ベクトルであり，円筒座標系の動径方向 r の単位

ベクトル r̂ を用いると I1，I2 でそれぞれ r̂，−r̂ となる．また，上添字 tはトランスポーズ界 [92]

を表し，Φ⃗, ⃗̃Φ, ui は

Φ⃗ =

{
E⃗

H⃗
, ⃗̃Φ =

{
⃗̃E
⃗̃H

, ui =

{
1

εi

{
for e-form

for h-form
(2.2)

である．ここに E⃗ は電界ベクトル，H⃗ は磁界ベクトル， ⃗̃E，⃗̃H は連続条件を緩和する境界 Γ1，Γ3

上の電界ベクトル，磁界ベクトルであり，上段と下段は，それぞれ，ベクトル有限要素の汎関数と

して電界ベクトル (e-form)，磁界ベクトル (h-form)を用いる場合に対応するトレフツ要素の汎関

数表示である．

電磁界の断面内成分は，伝搬方向成分 ẑ · ⃗̃E，ẑ · ⃗̃H を用いて表現できるので，トレフツ要素内の
界分布 Φ⃗をこの 2成分 ẑ · ⃗̃E，ẑ · ⃗̃H の波動関数を用いて近似して汎関数を評価する．ここに，ẑ は

z 軸方向の単位ベクトルである．

真空中の波数を k0 とする円筒座標系の波動方程式[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+ (k20uivi − γ2)

](
Φz

Ψz

)
= 0, vi =

{
εi for e-form

1 for h-form
(2.3)

を満足する波動関数を用いて，領域Ωi(i = 1, 2)内の電磁界の伝搬方向成分Φz = ẑ ·Φ⃗とΨz = ẑ ·Ψ⃗

5



を

Φz,i =

Mc∑
n=−Mc

An,iFn,i(κir) exp(jnϕ) exp(−jγz), (2.4)

Ψz,i =

Mc∑
n=−Mc

Bn,iFn,i(κir) exp(jnϕ) exp(−jγz) (2.5)

と空間高調波展開する．ここに，Ψ⃗は e-formでは H⃗，h-formでは −E⃗，Mc は展開の打ち切り項

数，An,i, Bn,i は展開係数である．Fn,i(κir)は領域 Ω1 では n次の第一種ベッセル関数 Jn，領域

Ω2 では n次の第二種変形ベッセル関数 Kn である．κi は領域 Ωi の断面内波数で領域 Ω1,Ω2 で

それぞれ

κ1 =
√
k20ε1 − γ2, (2.6)

κ2 =
√
γ2 − k20ε2 (2.7)

である．Φ⃗の r 成分と ϕ成分は Φz と Ψz を用いて

Φr =
j

k20uivi − γ2

(
k0viw

r

∂Ψz

∂ϕ
− γ

∂Φz

∂r

)
, (2.8)

Φϕ =
−j

k20uivi − γ2

(
k0viw

∂Ψz

∂r
− γ

r

∂Φz

∂ϕ

)
(2.9)

と表せる．ここに，vi と wは，それぞれ，e-formでは εi と η0，h-formでは 1と 1/η0 であり，η0

は真空の固有インピーダンスである．

図 2.3に示す 3節点 2辺線要素を用いてトレフツ要素の境界 Γi をベクトル要素に分割する．境

界 Γi が円弧なので，Γi 上の界ベクトル
⃗̃Φ は辺上での Φϕ 成分と節点上での Φz 成分の 2 成分で

あり，

Φ̃ϕ = {V }T {Φ̃ϕ}e, (2.10)

Φ̃z = {N}T {Φ̃z}e (2.11)

と多項式補間できる．ここに，{V }，{N}は ϕ，z 成分の多項式補間関数からなる列ベクトルであ

り，{Φ̃ϕ}e，{Φ̃z}e はそれぞれ界ベクトルの ϕ，z 成分からなる列ベクトルである．上添字 T は転

置をとることを表す．

式 (2.1)に式 (2.4)，(2.5)，(2.8)～(2.11)を代入すると，離散化した汎関数 Ii は

Ii = {Dt
i}T [Gi]{Di}+ {Φ̃t

i}T [Li]{Di}+ {Dt
i}T [Lt

i]{Φ̃i} (2.12)

となる．ここに，{Di}は展開係数を要素とする列ベクトル {An,i}，{Bn,i}からなる列ベクトル

{Di} =
[
{An,i}T {Bn,i}T

]T
(2.13)
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である．{Φ̃i}は Γi 上の離散点上の全未知電界もしくは磁界からなる列ベクトルである．また，

[Gi] =

[
[GAA,i] [0]

[0] [GBB,i]

]
, (2.14)

[Li] =

[
[0] [LBϕ,i]

[LAz,i] [LBz,i]

]
, (2.15)

[Lt
i] =

[
[0] [Lt

Az,i]

[Lt
Bϕ,i] [Lt

Bz,i]

]
(2.16)

である．[Gi]の各小行列は対角行列であり，その (j, j)成分は，

GAA,i(j,j) =
2πaiuik

2
0

κi
F t
n,i(κiai)F

′
n,i(κiai), (2.17)

GBB,i(j,j) = −2πaivik
2
0

η20κi
F t
n,i(κiai)F

′
n,i(κiai) (2.18)

である．ここに，n = −(Mc − j + 1)であり，F ′
n,i(κiai)は Fn,i(κiai)の (κiai)に関する偏導関

数である．[Li]の各小行列は

[LBϕ,i] =

∫
Γi

{V }{ξn,i}ds, (2.19)

[LAz,i] =

∫
Γi

{N}{ηn,i}ds, (2.20)

[LBz,i] =

∫
Γi

{N}{ζn,i}ds (2.21)

であり，ξn,i，ηn,i，ζn,i は

ξn,i = −jk0siwFn,i(κir) exp(jnϕ), (2.22)

ηn,i =
k20ui

κi
F ′
n,i(κir) exp(jnϕ), (2.23)

ζn,i = −jk0γnw

κ2
i r

Fn,i(κir) exp(jnϕ) (2.24)

である．式 (2.22)内の si は領域 Ω1 の場合 1，領域 Ω2 の場合 −1である．なお，式 (2.16)は式

(2.15)のトランスポーズ界に対応するものである．

式 (2.12) は {Di}，{Dt
i}，{Φ̃i}，{Φ̃t

i} が未知量であることに注意して，はじめに {Di}，{Dt
i}

について変分を取り，得られた関係式を用いると式 (2.12)は

Ii = {Φ̃t
i}T [Li][Gi]

−1[Lt
i]{Φ̃i} (2.25)

となる．最後に {Φ̃t
i}について変分を取ると，最終的な全体行列方程式への領域 Ωi からの寄与分

[Li][Gi]
−1[Lt

i]{Φ̃i} = {0} (2.26)

を得る．
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図 2.3　 3節点 2辺線要素

図 2.4　誘電体導波路の断面図

2.2.3 界分布に対称性の制約を課したトレフツ要素

図 2.4に示すような断面構造に対称面（x = 0と y = 0の 2面）を有し，導波方向の z 軸方向に

一様で無限に長い誘電体導波路を考える．全領域を誘電体とし，比透磁率を 1とする．電磁界分布

は，不連続領域 Ωd(a1 ≤ r ≤ a2)では界の対称性から 1/4断面（0 ≤ ϕ ≤ π/2）を図 2.2に示すベ

クトル要素で近似し，一様な領域 Ω1(0 ≤ r ≤ a1)，Ω2(a2 ≤ r)では全域を界の対称性の制約を課

したトレフツ要素で近似する．ベクトル要素を用いた 1/4断面構造の有限要素定式化は，良く知ら

れている [4],[12] ので本節では省略する．以下に，実際の計算で多く使用される e-form の場合で

の，界分布の対称性の制約を課したトレフツ要素を説明する．

汎関数の式 (2.1) を界分布の対称性の制約を課して 1/4 断面領域に適用することが考えられる

が，積分路が円とはならない．本節では，簡単化のため，トレフツ要素境界は 1/4断面のみ離散化
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図 2.5　線要素と対称面 y′-z

するが，汎関数は一様領域全体に渡って評価する．このため，界の対称性を利用してトレフツ要素

境界の円周 Γi 上の電界分布を不連続領域境界上の 1/4円上の電界分布により表す必要がある．ま

た対称性の制約を界分布に課すため，トレフツ要素内部の補間関数の構成には対称条件を満足する

波動関数のみを用いる．

はじめに，1/4円上の離散化電界 {Ẽϕ,is}，{Ẽz,is} と境界 Γi の円周上の離散化電界の対応関係

{Ẽϕ,i}，{Ẽz,i} を示す．図 2.5に示すような境界 Γi の分割を考える．簡単化のため，ある要素と，

それと対称な位置の要素の 2つの要素のみ示している．ここに y′ 軸と z 軸を含む平面が鏡映操作

の鉛直面であり，x = 0面では ϕ0 = 0，y = 0面では ϕ0 = π/2である．この鉛直面による鏡映操

作を，本章で考えている C2v 対称性を有する電界ベクトルに施すと，点 P(r, ϕ)と対称な位置の点

Ps(r, π + 2ϕ0 − ϕ)における電界ベクトルの z，ϕ成分間には，

Eϕ(r, π + 2ϕ0 − ϕ) = SnEϕ(r, ϕ), (2.27)

Ez(r, π + 2ϕ0 − ϕ) = SpEz(r, ϕ) (2.28)

が成立する．ここに Sn，Sp は界分布が対称の場合に，それぞれ，−1，1であり，反対称では 1，

−1とする．

円周 r = ai を構成する全要素について，円弧 (r = ai, 0 ≤ ϕ ≤ π/2)，(r = ai, π/2 ≤ ϕ ≤ π)，

(r = ai,−π ≤ ϕ ≤ −π/2)，(r = ai,−π/2 ≤ ϕ ≤ 0)上の辺と節点に，それぞれ恒等 e，鏡映My，

MxMy，Mx の対称操作を施して円弧 (r = ai, 0 ≤ ϕ ≤ π/2) 上の辺と節点に対応づけると，式

(2.12) に含まれる円周 Γi 上の離散化電界 {Ẽi}，{Ẽt
i} は実際に分割する 1/4 円上の離散化電界
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表 2.1　対称と反対称界の An，Bn の制限

Symmetric plane i = 1 i = 2

y = 0 x = 0 n: even n: odd n: even n: odd

S S
An = A−n An = 0 An = A−n An = 0

Bn = −B−n Bn = 0 Bn = −B−n Bn = 0

S A
An = 0 An = −A−n An = 0 An = A−n

Bn = 0 Bn = B−n Bn = 0 Bn = −B−n

A S
An = 0 An = A−n An = 0 An = −A−n

Bn = 0 Bn = −B−n Bn = 0 Bn = B−n

A A
An = −A−n An = 0 An = −A−n An = 0

Bn = B−n Bn = 0 Bn = B−n Bn = 0

S: symmetric fields, A: antisymmetric fields

{Ẽis}，{Ẽt
is} を用いて

{Ẽi} = [Ep]{Ẽis}, (2.29)

{Ẽt
i} = [Et

p]{Ẽt
is} (2.30)

と表現できる．ここに，Mi は iz 面 (i = x, y)による鏡映操作を表す．また行列 [Ep]，[Et
p]は，電

界ベクトルの対称操作の行列表現からなり，要素の値は 1，0，−1のいずれかである．

次にトレフツ要素の補間関数の制約を考える．領域 Ωi(i = 1, 2)における電界の ϕ成分の補間関

数は，電磁界の z 成分 Ez,i，Hz,i の補間関数から構成するので，ここでは Ez,i の補間関数に課さ

れる制約を考える．境界 Γi である円周上の 2点に式 (2.28)を適用し，空間高調波展開の式 (2.5)

を代入すると，

Mc∑
m=−Mc

Am,iFm,i(κiai) exp(jm(π + 2ϕ0 − ϕ))

= Sp

Mc∑
m=−Mc

Am,iFm,i(κiai) exp(jmϕ)　 (2.31)

である．式 (2.31)は任意の ϕについて成立するので，両辺に exp(−jnϕ)を掛けて ϕについて円

周 Γi（r = ai）上で積分すると，

A−n,iF−n,i(κiai) exp{−jn(π + 2ϕ0)} = SpAn,iFn,i(κiai) (2.32)

を得る．同様に Hz,i の展開係数の関係式を得ることができるので，ここでは省略する．

鉛直な鏡映面を y = 0面 (ϕ0 = π/2)，x = 0面 (ϕ0 = 0)とすると，An,i，Bn,i に課すべき制約

は表 2.1となる．

この表から，An,i，Bn,i をそれぞれ A−n,i，B−n,i で表すと，離散化した汎関数の式 (2.12)に含

まれる空間高調波の展開係数 {Di}，{Dt
i}は, {Di}，{Dt

i}から全ての An,i，Bn,i，At
n,i，Bt

n,i を
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図 2.6　誘電体導波路の断面図（対称面 ϕ = 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6）

取除いた {D̄i}，{D̄t
i}を用いて，線形関係式

{Di} = [Dp]{D̄i}, (2.33)

{Dt
i} = [Dt

p]{D̄t
i} (2.34)

で表される．

結局，対称条件を課した離散化汎関数 Iis が

Iis = {D̄t
i}T [Dt

p]
T [Gi][Dp]{D̄i}+ {Ẽt

is}T [Et
p]

T [Li][Dp]{D̄i}

+ {D̄t
i}T [Dt

p]
T [Lt

i][Ep]{Ẽis} (2.35)

と求まるので，{D̄t
i}，{Ẽt

is} について変分をとるとトレフツ要素の行列方程式を得る．

2.2.4 不必要なモードを求解しない場合のトレフツ要素

不必要なモードを求解しないようにするには，トレフツ要素の補間関数からその不必要な対

称，反対称モードの An,i，Bn,i に対応する係数を取り除けば良い．本節では，図 2.6 に示すよ

うな断面構造に対称面（ϕ = 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6 の 6 面）を有する場合を考える．

対称面が x = 0, y = 0 の場合から，対称面が ϕ = 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6 の場合の

対称，反対称モードの解を除いて求解する場合の An,i，Bn,i の制限を具体的に示す．対称面が

ϕ = 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6の場合の An，Bn の制限は，前節と同様の手続きで得ること

ができ，An,i，Bn,i に課すべき制約は表 2.2(a)となる．このため，表 2.1から表 2.2(a)の制限を

取り除くと表 2.2(b)となる．この制限の式を用いて行列方程式を構成することで，不必要なモー

ドを求解せずに，特定のモードを解くことが可能となる．
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表 2.2　対称と反対称界の An，Bn の制限

(a) 対称面 ϕ = 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6

Symmetric plane i = 1 i = 2

y = 0(ϕ = 0) ϕ = π/6 n = 6m n ̸= 6m n = 6m n ̸= 6m

S S
An = A−n An = 0 An = A−n An = 0

Bn = −B−n Bn = 0 Bn = −B−n Bn = 0

S A
An+3 = −A−(n+3) An = 0 An+3 = A−(n+3) An = 0

Bn+3 = B−(n+3) Bn = 0 Bn+3 = −B−(n+3) Bn = 0

A S
An+3 = A−(n+3) An = 0 An+3 = −A−(n+3) An = 0

Bn+3 = −B−(n+3) Bn = 0 Bn+3 = B−(n+3) Bn = 0

A A
An = −A−n An = 0 An = −A−n An = 0

Bn = B−n Bn = 0 Bn = B−n Bn = 0

S: symmetric fields, A: antisymmetric fields, m: an integer

(b) 対称面 y = 0,x = 0（対称面 ϕ = 0, π/6, π/3, π/2, 2π/3, 5π/6の解を除く）

Symmetric plane i = 1 i = 2

y = 0 x = 0 n = 2m and n ̸= 6m n ̸= 2m or n = 6m n = 2m and n ̸= 6m n ̸= 2m or n = 6m

S S
An = A−n An = 0 An = A−n An = 0

Bn = −B−n Bn = 0 Bn = −B−n Bn = 0

S A
An+3 = −A−(n+3) An = 0 An+3 = A−(n+3) An = 0

Bn+3 = B−(n+3) Bn = 0 Bn+3 = −B−(n+3) Bn = 0

A S
An+3 = A−(n+3) An = 0 An+3 = −A−(n+3) An = 0

Bn+3 = −B−(n+3) Bn = 0 Bn+3 = B−(n+3) Bn = 0

A A
An = −A−n An = 0 An = −A−n An = 0

Bn = B−n Bn = 0 Bn = B−n Bn = 0

S: symmetric fields, A: antisymmetric fields, m: an integer

12



図 2.7　誘電体導波路の断面図

2.3 Multipole method（MM）

図 2.7 に示すように半径 Ri(i = 1, · · · , Nc) である Nc 本のポールを有し，z 軸方向に一様

で無限に長い誘電体導波路を考える．全体座標系を円筒座標系 (r, ϕ, z) とし, 各ポールの中心

を原点 Oi とする局所座標系を円筒座標系 (ri, ϕi, z) とする．各ポールの内部領域 ri < Ri を

Ωi(i = 1, · · · , Nc)とし，その他の領域を Ω0 とする．各領域は一様均質な誘電体とし，その屈折率

を ni とする．構造の z 軸方向一様性から被導波の複素伝搬定数を γ，角周波数を ω とすると，電

磁界は exp{j(ωt− γz)}の依存性を持つ．ここに，j は虚数単位，tは時刻である．

電磁界の x, y 成分は電界の z 成分 Ez と，磁界の z 成分 Hz と真空中の特性インピーダンス η0

の積 Kz(= η0Hz) を用いて表現できるので，真空中の波数を k0 とする局所円筒座標系の波動方

程式 (
∂2

∂r2i
+

1

ri

∂

∂ri
+

1

r2i

∂2

∂ϕ2
i

+ k20n
′2
i − γ2

)(
Ez

Kz

)
= 0 (2.36)

を満足するように，Ez とKz を空間高調波展開する．図 2.8に示すようなRi < ri < min
i ̸=l

{rli−Rl}
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図 2.8　 i番目と l番目のポールの断面図

である円環状の領域 Ai では，屈折率 n′
i = n0 だから

Φz(ri, ϕi) =
∞∑

m=−∞
aΦ,i,mJm(κ0ri) exp(jmϕi)

+
∞∑

m=−∞
bΦ,i,mH(2)

m (κ0ri) exp(jmϕi) (2.37)

となり，ri < Ri であるポール内部の領域では，n′
i = ni だから

Φz(ri, ϕi) =

∞∑
m=−∞

cΦ,i,mJm(κiri) exp(jmϕi) (2.38)

となる．ここで，Φz は Ez あるいはKz を表し，aΦ,i,m，bΦ,i,m，cΦ,i,m は未知係数，Jm はm次

の第一種ベッセル関数，H
(2)
m はm次の第二種ハンケル関数である．κi は断面内波数であり，

κi =
√
k20n

2
i − γ2 (2.39)
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である．領域 Ai 内の点 P における式 (2.37)に，Grafの公式 [95]から導かれる式

H(2)
m (κ0ri(P )) exp(jmϕi(P ))

=
∞∑

q=−∞
exp(j(m− q)ϕl

i)H
(2)
q−m(κ0r

i
l)Jq(κ0ri(P )) exp(jqϕi(P )) (2.40)

を適用すると，未知係数 aΦ,i,m と bΦ,i,m からなる列ベクトル {aΦ,i}，{bΦ,l}(i ̸= l)間の関係式

{aΦ,i} =

Nc∑
l=1

l ̸=i

[Y il]{bΦ,l} (2.41)

を得る．[Y il]の (m, q)成分 ym,q は

ym,q = exp(j(q −m)ϕl
i)H

(2)
m−q(κ0r

l
i) (2.42)

である．

ri = Ri での境界条件を式 (2.37)，(2.38)に課すことで得られる関係式

{bi} = [S̃i]{ai} (2.43)

を式 (2.41)に適用すると，

{bi} −
Nc∑
l=1

l ̸=i

[S̃i][T̃
i,l]{bi} = {0} (2.44)

を得る．ここで，[T̃ i,l]，{ai}，{bi}は

[T̃ il] =

[
[Y il] [0]
[0] [Y il]

]
, (2.45)

{ai} =
{
{aE,i}T {aK,i}T

}T
, (2.46)

{bi} =
{
{bE,i}T {bK,i}T

}T
(2.47)

である．上添字 T は転置をとることを表す．

式 (2.44)を具体的な行列の形で表すと
[I] −[S̃1][T̃

1,2] · · · −[S̃1][T̃
1,Nc ]

−[S̃2][T̃
2,l] [I] · · · −[S̃2][T̃

2,Nc ]
...

...
. . .

...

−[S̃Nc ][T̃
Nc,l] −[S̃Nc ][T̃

Nc,2] · · · [I]




{b1}
{b2}
...

{bNc}

 =


{0}
{0}
...

{0}

 (2.48)

となる．ここで，[I]は単位行列である．mと q を −Mc からMc で打ち切ることで最終的に NEP

[T (γ)]{b} = {0} (2.49)

を得る．[T (γ)] は N 行 N 列（N = 2Nc(2Mc + 1)）の複素平面上の行列関数であり，{b} は N

次元の列ベクトルである．式 (2.49)を解くことで，複素固有値である伝搬定数 γ と複素固有ベク
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トルである未知係数ベクトル {b}を得る．電磁界の z 成分は，{b}から得られる未知係数 bΦ,i,m，

cΦ,i,m を用いて，Ωi(i = 1 · · ·Nc)では

Φz(r, ϕ) =

Nc∑
i=1

Mc∑
m=−Mc

cΦ,i,mJm(κiri) exp(jmϕi) (2.50)

となり，Ω0 では

Φz(r, ϕ) =

Nc∑
i=1

Mc∑
m=−Mc

bΦ,i,mH(2)
m (κ0ri) exp(jmϕi) (2.51)

となる．
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3 Sakurai-Sugiura射影法（SSM）による非線形固有値問題（NEP)

の解法

3.1 まえがき

非線形固有値問題（NEP)の解法の一つとして，零点探索法がある．固有値を含む複素数 z の平

面において，大きさが零となる平面上の点 γ が複素固有値となる関数 f0(z)を適切に選択し，γ を

探索する問題に帰着させるものである．関数 f0(z)として，通常は，NEPの係数行列の行列式あ

るいは行列の条件数を用いる．零点探索法としては，Newton法，Broyden法，滑降シンプレック

ス法（Downhill simplex method: DSM）などが利用できるが，いずれも，指定範囲内の固有値数

を計算により定めることは出来ず，また求まる固有値は初期値に依存する．このため，探索範囲内

の関数値 f0(z)を事前に調べて，固有値数を決定し，適切な初期値を選択して零点探索法により各

固有値を算出するため，近接固有値の求解は容易ではなく，非線形固有値問題の零点探索法による

求解の自動化は困難である．

他方，複素平面上の周回積分路内の全固有値とその固有ベクトルが求まる方法が開発されてい

る．多項式の求解問題に帰着する Argument principle method(APM)[93]，[94] や一般化固有値

問題に帰着させる Sakurai-Sugiura 射影法（SSM）[54]，[55]，[57]～[85]等がある．この周回積分

を用いる方法は，零点探索法とは違い，指定した範囲の固有値数が計算により決定できること，な

らびに縮退固有値の計算が可能であることから，導波モード解析に有用である．とくに SSM は，

多項式の求解精度の観点から [93]，[94] に課されていた指定領域内の固有値数の上限，実用上 5程

度，が取除かれ，高精度で固有値が算出可能と報告されている．

本章では，この SSMの概略について述べ，非ブロック版の適用例として，周期構造導波路の漏

洩モードを HTFEM解析する．またブロック版の適用例として，ホーリーファイバの導波モード

をMM解析する．これらの解析結果から，指定した範囲内の全伝搬定数を縮退モードも含めて，高

速に求解可能であることを示す [54]，[57]．また，SSMを導波路解析の NEPに適用すると，モー

ド数判定基準の設定が困難な場合があることが数値計算により明らかとなった [54]，[57] ため，新

たな判定指標として固有値の条件数 [58]，[86]，NEPの係数行列の条件数，NEPの固有ベクトル

を規格化して算出する残差の 3つの指標を検討し，固有値の条件数が最も有効であることを示す．

また HTFEM のみならず MM から得られる NEP に縮退固有値用 SSM を適用し，SSM の妥当

性，有用性を確認する [43]．

3.2 SSMの概略

非線形固有値問題

[T (z)]{x} = {0} (3.1)
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を解くことを考える．[T (z)] ∈ CN×N は複素数 z ∈ Cについて正則な複素数値の行列関数であり，
{x} ∈ CN は固有ベクトルである．

各列ベクトルが互いに独立な任意の N 行 L列の行列 [V ] ∈ CN×L を用いて L行 L列の行列関

数 [f(z)]を
[f(z)] = [V ]H [T (z)]−1[V ] (3.2)

と定義する．ここに，上添字 H はエルミート共役であることを示す．この [f(z)]の複素モーメン

ト行列 [µk] (k = 0, 1, 2, · · · )を，正の向きをもつ複素平面上の Jordan曲線 Γ̌上の周回積分

[µk] =
1

2πj

∫
Γ̌

zk[f(z)]dz (3.3)

で定義する．

計算の簡単化のため，周回積分路 Γ̌ が中心 o，半径 ρ の円とする．通常，式 (3.3) は zk を

{(z − o)/ρ}k に置換し，台形則による数値積分によって近似評価されるため，複素モーメント行列
[µ̂k]は，

[µ̂k] =
ρ

Ns

Ns−1∑
n=0

(
cn − o

ρ

)k+1

[f(cn)] (3.4)

となる．ここに，積分点 cn は周回積分路 Γ̌上の Ns 個の等間隔点

cn = o+ ρe
2πj
Ns

(n+ 1
2 ) (3.5)

である．このため，一度の求解で [V ]H [T (z)]−1[V ]の評価が標本点数 Ns 分必要となる．数値積分

した複素モーメント行列 [µ̂k] を用いて Hankel 行列 [ĤML] とその成分をシフトした行列 [Ĥ<
ML]

を，それぞれ

[ĤML] =


[µ̂0] [µ̂1] · · · [µ̂ML−1]
[µ̂1] [µ̂2] · · · [µ̂ML]
...

...
. . .

...
[µ̂ML−1] [µ̂ML] · · · [µ̂2ML−2]

 , (3.6)

[Ĥ<
ML] =


[µ̂1] [µ̂2] · · · [µ̂ML]
[µ̂2] [µ̂3] · · · [µ̂ML+1]
...

...
. . .

...
[µ̂ML] [µ̂ML+1] · · · [µ̂2ML−1]

 (3.7)

と構成すると，求めたい [T (z)]の近似固有値 λ̂l (l = 1, 2, · · · ,m)は，一般化固有値問題

([Ĥ<
ML]− ζ[ĤML]){ŵ} = {0} (3.8)

の固有値 ζ̂l を用いて，
λ̂l = o+ ρζ̂l (3.9)

と求められる．固有ベクトル {x̂l}は

{x̂l} = [[ŝ0], [ŝ1], · · · , [ŝML−1]]{ŵl}, l = 1, 2, · · · ,m (3.10)
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と求まる．ここに，{ŵl}は一般化固有値問題 {[Ĥ<
ML]− ζ[ĤML]}{ŵ} = {0}の ζ̂l に対応する固有

ベクトルであり，[ŝk]は

[ŝk] =
ρ

Ns

N−1∑
h=0

(
ch − o

ρ

)k+1

[T (ch)]
−1[V ] (3.11)

である．

本論文では式 (3.8)を QZ法 [96]，[97]に基づき解く．まず，行列 [Ĥ<
ML]，[ĤML]を

[Ĥ<
ML] = [Q][S][Z]H , (3.12)

[ĤML] = [Q][P ][Z]H . (3.13)

と一般化 Schur分解する．ここに，[Q]，[Z]はユニタリ行列である．次に，上三角行列 [S]，[P ]の

それぞれの対角成分 Sll，Pll を用いて，固有値 ζ̂l を

ζ̂l =
Sll

Pll
(3.14)

と求める．

Hankel行列の次数はモーメント数M と Lの積MLである．周回積分路内部の固有値の個数m

は先験的に不明なので L とM は以下のように定める．まず，周回積分路内部の最大縮退固有値

数よりも十分大きくなる Lを推定し決定する．次に，周回積分路内部に存在する全固有値mより

も十分大きくなるML ≥ m からM を推定し決定する．ここで，L = 1 の場合が非ブロック版，

L ≥ 2がブロック版である．しかしながら，ML > m次元の式 (3.8)の数値解には，真のm個の

解の他に，SSMに起因する Γ̌内の解，並びに Γ̌外の解が混入する．このため，ハンケル行列の階

数からmを決定し，式 (3.8)を解くか，あるいは式 (3.8)を解き，固有値に関する指標を用いて求

めたML個の固有値から正解を判別し mを定める．なお，ML > m次元の式 (3.8)から求めた

固有値の精度は，m次元の式 (3.8)に比べ精度が低下している場合があるため，m次元の式 (3.8)

を再び解くことが望ましい．

SS法の文献 [68]では，積分路内の固有値の個数mを次のように決定している．ML ≥ mであ

るMLを推定し，σ1 ≥ · · · ≥ σML を Hankel行列 [ĤML]の特異値，δ を小さな値として K 個の

特異値が σi ≥ δ (i = 1, 2, · · · ,K)，残りのML −K 個が σi < δ (i = K + 1, · · · ,ML) となる

K を定める．この値をmとする．

しかしながら，本章の数値計算例で示すように，判定基準値 δ の決定は必ずしも容易ではない．

そこで，本論文では，式 (3.8)を解きmを定める．SSMに起因する混入解を判別，除去する手続

きは，文献 [58]，[85]に報告しているものと同様である．判別指標として，固有値の条件数 [85]

Cl =
||{v̂}l||2||{ŵ}l||2√

|Sll|2 + |Pll|2
(3.15)

を用いることができる．ここに，{v̂}l，{ŵ}l は式 (3.8)の求めた固有値 ζ̂l に対応する左，右固有

ベクトルである．|| · ||2 はベクトルの 2-ノルムを表す．
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いま一つの指標として感度の逆数 Fl

Fl = |{v̂}Hl [Ĥ<
m]{ŵ}l|2 + |{v̂}Hl [Ĥm]{ŵ}l|2 (3.16)

を用いることが考えられる [58]．Fl 値は摂動に対する感度が高いほど小さい．複素伝搬定数とし

て物理的意味をもたない解は複素伝搬定数よりも SSMのパラメータに強く依存することから，複

素伝搬定数として物理的意味をもたない解に対応する Fl 値は，複素伝搬定数に対応するものより

も小さくなる．

他にも，混入解を判別，除去する方法として，Hankel行列の固有値 Pll を用いる方法 [58]を検

討したが，本論文では示さない．
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図 3.1　周期構造誘電体スラブ導波路

3.3 非ブロック版 SSMの適用例

非ブロック版 SSMは，縮退モードの求解ができず近接する固有値の精度が低下するが，ブロッ

クのパラメータ L = 1であるため，SSM適用時に必要なパラメータが 1個減り，ブロックの取り

扱いの分だけアルゴリズムが簡単となる．本節では，この非ブロック版で求解できる問題として，

周期構造導波路の伝搬特性の HTFEM解析を行う．

HTFEM の定式化については，既に，散乱問題を対象に報告されているため，本節では述べず

に，解析結果について検討する．

3.3.1 周期構造導波路

図 3.1 に示すようなカバー層 (比誘電率 ε1，比透磁率 µ1，h < y)，完全導体電極による周期

摂動部 (比誘電率 ε(x, y)，比透磁率 µ(x, y)，0 ≤ y ≤ h)，導波層 (比誘電率 ε2，比透磁率 µ2，

−d ≤ y < 0)，基板 (比誘電率 ε3，比透磁率 µ3，y < −d)からなる周期構造誘電体スラブ導波路

(構造周期 p，電極幅 w，電極厚み h，導波層厚み d)の伝搬問題を考える．電磁界を複素表示して

時間依存性を exp(jωt) とし，z 軸方向の界の変化を一様 ( ∂
∂z ≡ 0) とする. 構造が x 軸方向に周

期的なので，フロケの定理により電磁界の成分 ϕ(x, y, z)は，複素伝搬定数を γ = β − jαとする

と，周期関数 ϕ̃(x+ p, y) = ϕ̃(x, y)を用いて ϕ(x, y, z, t) = ej(ωt−γx)ϕ̃(x, y)と表される．ここに，

β は位相定数，αは減衰定数である．また，j は虚数単位である．構造の周期性から，導波路 1周

期分（x0 ≤ x ≤ x0 + p）を解析する．無限遠方の境界 Γ1，Γ4 には放射条件，境界 Γ5(x = x0)，

Γ6(x = x0 + p)にはフロケの条件を課す．

図 3.1に示す完全導体を周期的に装荷した誘電体スラブ導波路 (k0p = 2.1，d = 0.5p，w = 0.5p，

ε1 = ε3 = 1.0，ε2 = 11.8，µ1 = µ2 = µ3 = 1.0)の伝搬問題を考える．分割数は x，y 軸方向とも

に 32等分割とし，完全導体電極内に電磁界は侵入しないので，不連続領域 Ω2 の真空部分のみを
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512個の 4節点 4辺矩形要素で分割し，境界 Γ2，Γ3 を 32個の 2節点 1辺線要素で分割する. ま

た，トレフツ要素の空間高調波展開の打ち切りモード次数Mc = 32とした．これは，HTFEMの

平面波散乱問題の解析結果 [48]から，計算結果の精度はモード数よりも伝搬方向分割数の依存性が

大きく，モード数は接続境界 Γ2，Γ3 上の離散化電界の未知数個程度で十分なことが分っているた

めである.

3.3.2 SSMによる求解例

固有値数 K の M，δ 依存性を調べる．表 3.1 は，電極厚み h/p = 0.5，SS 法の積分路の中

心を op = 5.6 − j0.2, 半径を ρp = 0.4 として調べたものである．上添字 ∗ は領域内に不要解
を含んでいることを表す．この問題の伝搬定数は，TE モードならびに TM モードに対応する

γp = 5.70243− j0.03545，5.40284− j0.33514の 2つである [54]，[98]．標本点数が 16，32と少

ない場合には，固有値数K = 2とはならず，積分径路外の解を含んだK 値が求まる．これは，径

路積分の精度が不足しているため，混入したものと考えられる．δ = 10−9，M = 8の場合には，標

本点数を 1024と多くしても，積分径路内に不要解が 1個含まれ，K = 3∗ となる．この不要解は伝

搬方向に界が増幅するものである．δ = 10−9，M = 8，Ns = 32の場合では，積分径路内に不要解

が 1個含まれ，K = 5∗ となる．この場合の複素伝搬定数 γ 平面での数値計算による固有値の分布

を図 3.2に示す．(1)は TEモードの解，(2)は TMモードの解，(4)は積分径路内の不要解，(3)，

(5)は積分径路外の不要解である．各固有値の固有ベクトル，すなわち電界ベクトルの界分布を図

3.3～3.7に示す．なお，0.5 < y/pはカバー層，0 ≤ y/p ≤ 0.5は周期摂動部，−0.5 ≤ y/p ≤ 0は

導波層，y/p ≤ −0.5は基板，白い部分は電極である．図 3.5，図 3.6，図 3.7に対応する解は，(a)，

(b)の界が周期摂動部で不連続になっているため，不要解であることがわかる．他の場合も δ，M，

Ns の設定により，不要解が含まれることがあるが，いずれも物理的見地から除去可能である．以

上から，設定値 δ，M，Ns によってはK > mとなるが，算出した伝搬定数，界を吟味すると，積

分路内の全解が求まることが判った．

次に求まる伝搬定数の値の妥当性を確認する．図 3.8 は位相定数と減衰定数の電極厚み h/p

依存性を調べたものである．SS 法のパラメータは，積分路の半径 ρp = 0.4 とし，Ns = 128，

M = 8，δ = 10−7 とした．積分径路の中心は，予想される伝搬定数に応じて移動させ，例えば電

極厚み h/p = 0.5の場合には，op = 5.6 − j0.2とした．TEモードと TMモードの両固有値が半

径 ρp = 0.4の円内に含まれない h/p = 0.9の場合に限り，各固有値向けに中心を設定し，SS法を

2度実行した．図 3.8から SS法を用いた HTFEMの結果 (-)は，積分方程式（IE）の結果 (•)[98]
と一致していることがわかる．

SS 法のパラメータをM = 8，δ = 10−11 とし，固有値 γ̂lp とその場合の行列 [T (γ̂lp)] の条件

数 cond([T (γ̂lp)]) を計算した結果を表 3.2 に示す．また，求まった固有値の複素平面上の分布を

図 3.9に示す．条件数は，2-ノルムを用いて，行列 [T (γ̂lp)]の最小特異値 σmin と最大特異値 σmax

の比 σmin/σmax で算出した．特異値分解には Intel R⃝ Math Kernel Libraryの zgesvdを用いた．

求める 2つの解は，いずれの円でも正しく求められており，円 1と円 2(Ns = 64)の [T (γ̂lp)]の条

件数は 1013 以上と十分大きくなっている．その他の解，すなわち円 1での 5個，円 2と円 3での
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6個の解は，図 3.9から値が異なっていることがわかり，また γ̂lpに対応する条件数も 104 程度と

大きくはなく，SS法に由来するものと考えられる．このため，M，δ の設定によってK が真の固

有値数より大きくなった場合でも，円の半径を大きくした領域と求解領域で求まる解の移動を調べ

ることで，移動しない物理的解と SS法の適用により混入する移動する解の判別が可能であると考

えられる．
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表 3.1　固有値数K のM，δ 依存性

Ns

δ

10−3 10−5 10−7 10−9

M M M M

4 8 4 8 4 8 4 8

16 4 7 4 8 4 8 4 8

32 2 2 2 2 2 3 3 5∗

64 2 2 2 2 2 2 3∗ 3∗

128 2 2 2 2 2 2 2 4

256 2 2 2 2 2 2 2 2

512 2 2 2 2 2 2 3∗ 3∗

1024 2 2 2 2 2 2 2 3∗

5.5 6 6.5
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図 3.2　複素伝搬定数 γ 平面での数値計算による固有値の分布
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図 3.3　図 3.2の (1)の電界分布 (γp = 5.70243− j0.03545，TEモード)
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図 3.4　図 3.2の (2)の電界分布 (γp = 5.40284− j0.33514，TMモード)
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図 3.5　図 3.2の (3)の電界分布 (γp = 6.51820 + j0.03534，不要解)
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図 3.6　図 3.2の (4)の電界分布 (γp = 5.26684− j0.08118，不要解)
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図 3.7　図 3.2の (5)の電界分布 (γp = 5.65680− j0.63017，不要解)
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表 3.2　周期構造誘電体スラブ導波路の固有値 γ̂lpと条件数 cond([T (γ̂lp)])

Circle1(op=5.5−j0.1,ρp=0.3) Circle2(op=5.5−j0.1,ρp=0.4) Circle3(op=5.5−j0.2,ρp=0.3)

Ns=32 Ns=64 Ns=32 Ns=32

l γ̂lp cond(T [γ̂lp]) γ̂lp cond(T [γ̂lp]) γ̂lp cond(T [γ̂lp]) γ̂lp cond(T [γ̂lp])

1 5.40284−j0.33514 1.993×1016 5.40284−j0.33514 7.196×1016 5.40284−j0.33514 1.990×1016 5.40284−j0.33514 8.800×1016

2 5.70243−j0.03545 5.539×1014 5.70243−j0.03545 8.000×1013 5.70243−j0.03545 2.238×1014 5.70243−j0.03545 5.018×1014

3 5.34973−j0.30079 3.093×104 5.10266−j0.00893 1.366×104 5.34785−j0.44106 1.629×104 5.42371−j0.31973 7.477×104

4 5.53415−j0.32942 1.469×104 5.37354+j0.22353 1.366×104 5.09843−j0.00086 1.366×104 5.44507−j0.08417 1.366×104

5 5.12355−j0.05814 1.366×104 5.67347−j0.05446 1.366×104 6.97366−j0.16473 1.366×104 5.24100−j0.05698 1.366×104

6 5.77381+j0.09689 1.366×104 5.00209−j0.48473 1.366×104 5.68743+j0.06103 1.366×104 5.96372+j0.86781 1.366×104

7 3.60659−j0.16208 1.366×104 5.88296+j0.00694 1.366×104 4.10983+j0.07105 1.366×104 4.65607−j0.09855 1.366×104

8 - - 5.52906−j0.48525 1.366×104 7.05048+j0.97921 1.366×104 5.82036−j0.49987 1.366×104

図 3.9　積分路変更による固有値の分布

31



3.4 ブロック版 SSMの適用例

光ファイバを効率的に設計するには，目標とする特性を持つ構造の自動最適設計を高速に行うこ

とが重要となる．自動最適設計では，目標とする特性が得られるまで伝搬特性解析と屈折率分布の

変更を繰り返す必要がある．このため，伝搬特性解析に汎用性が高い有限要素法（Finite Element

Method: FEM）を用いる場合，屈折率分布の更新毎に最適な要素分割を行う必要があり，計算時

間が長くなる．

Multipole Method（MM）[36]～[43]，は光ファイバのコアやホールの断面が円や楕円の場合し

か取り扱うことができないが，各領域の波動方程式の基本解を用いて電磁界を離散化するため，数

値分散が小さく，少ない未知数で精度の高い計算が可能である．また，FEMのように要素分割を

必要としないため，ホールやコアの大きさや位置の変更に伴う時間は極めて短い．このため，伝

搬特性解析にMMを用いると，高速な最適設計が可能となることが期待できる．しかし，MMは

最終的に非線形固有値問題（Nonlinear eigenvalue problem: NEP）に帰着するので，計算時間は

NEPを解く数値計算手法に大きく依存する．

この NEP の解法として，滑降シンプレックス法（Downhill Simplex Method: DSM）[89]～

[91]を用いて，NEPの行列が特異になる複素伝搬定数を探索する方法がある．DSMは複素伝搬定

数平面に三角形を設定し，その 3頂点の関数値が小さくなるように頂点の更新を繰り返すことで，

関数値が極小となる点を探索する方法である．関数値を直接評価するので，ニュートン法などのよ

うに関数の微分を計算する必要がない．しかし，複数の極小値が存在する場合，求まる解が初期値

に依存するため，あらかじめ最小化する関数値の複素伝搬定数平面上での分布を調べ，適切な初期

値を設定する必要がある．このため，DSMを用いた NEPの自動求解は難しく，自動最適設計へ

のMMの適用は困難であった．

そこで本節では，縮退固有値の解析が可能なブロック版 SSMをMMの求解に適用する．はじめ

に，DSMによる NEPの求解方法を説明する．次に，数値計算例としてホーリーファイバを考え，

ブロック版 SSM による求解の妥当性を示す．さらに，NEP の行列が特異になる複素伝搬定数を

DSMで探索する場合と比較し，SSMの高速性を示す　．

3.4.1 滑降シンプレックス法（DSM）

複素数 z の実数値関数 f(z)の極小値を探索する滑降シンプレックス法のアルゴリズムを以下に

示す．

(1). 初期三角形を決めて，その頂点の関数値を昇順に f(α1)，f(α2)，f(α3)と並べる．

(2). 反射点 αr = 2αm − α3 を生成し，f(α1) < f(αr) < f(α2)なら，α3 を αr に変更 [Reflect]

して（6）へ．ただし，αm = (α1 + α2)/2である．

(3). f(αr) < f(α1)なら拡張点 αe = αm+D(αm−α3)を計算する．f(αe) < f(αr)なら α3 を

αe に変更 [Expand]して（6）へ．f(αe) ≥ f(αr)なら α3 を αr に変更 [Reflect]して（6）
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へ．ただし，D は係数である．

(4). f(αr) ≥ (α2)の場合

• f(αr) < f(α3)なら，αco = αm + (αr − αm)/2を計算する．f(αco) < f(αr)の場合，

α3 を αco に変更 [Contract outside]して（6）へ．

• f(αr) ≥ (α3) なら，αci = αm + (α3 − αm)/2 を計算する．f(αci) < f(α3) の場合，

α3 を αci に変更 [Contract inside]して（6）へ．

(5).（2）～（4）に該当しない場合は，v2 = α1 + (α2 − α1)/2，v3 = α1 + (α3 − α1)/2とし，

α2 を v2 に，α3 を v3 に変更 [Shrink]する．

(6). 許容誤差を満たせば反復を終了，満たさなければ新たに得られた三点での関数値を再び昇順

に並べ（2）に戻る．

係数行列 [T (γ)] である NEP の求解では，z と f(z) として，γ と [T (γ)] の条件数の逆数

1/cond{[T (γ)]}を選ぶと，関数値は 0 ≤ f(z) ≤ 1の実数値であり，f(z) = 0となる z が求める

固有値であるから，極小点探索問題となる．また計算開始に必要な初期三角形は，あらかじめ関数

値 f(z) の分布を調べ，極小値となる z の近くに初期値を設定する．導波路解析用の NEP では，

複数の解が存在することが多いため，更新する三角形が拡大して求めたい解から離れ，他の解に収

束しないように，係数 D を 1とした．
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図 3.10　ホーリーファイバの断面図

3.4.2 ホーリーファイバのMMによる解析

図 3.10に示す z 方向へ無限に長いホーリーファイバ [12]，[38]，[39]を考える．ホールは真空と

し，ホール以外の領域の屈折率 n0 = 1.45とする．ホールの直径 d，隣り合うホールの中心間の長

さ Λ = 1.35d，k0d = π/0.145とする．SSMでは，[V ]の各列ベクトルはランダム関数で発生させ

た値を直交三角分解で直交化して用いた．不要解の判別には固有値の条件数 Cl を用いた．本節で

示す表で，†は SSMの周回積分路内部に位置する解，モード名が supriousのものは SSMの求解

時に混入する非物理解を示す．

表 3.3，3.4 はブロック版と非ブロック版で求めた実効屈折率 neff(= γ̂l/k0) とその不要解判別

指標 Cl，行列の条件数 cond([T (γ)])，残差 ||[T (γ)]{b}||2 を示したものである．空間高調波の打
ち切り項数 Mc は文献 [38] の MM の設定と同様に Mc = 5 としている．SSM のパラメータは

ρ/k0 = 10−3，o/k0 = 1.4385，Ns = 256とした．残差を算出する際の {b}は，−4 ≤ x/d, y/d ≤ 4

の正方形領域で面積分したポインティングベクトルの z 成分で規格化している．積分路内に存在

する解は TE01，TM01，縮退している HE21 モードであり，縮退モードは利便上 HEa
21,HEb

21 と表

記する．表 3.3 のブロック版では 4 つのモードが算出できているが，表 3.4 の非ブロック版では

HE21 モードが縮退モードとして算出できていない．非物理解に対応する Cl，1/cond([T (γ)])，残

差 ||[T (γ)]{b}||2 は，物理解の値と比較して大きくなっている．このため，どの値を用いても物理
解と非物理解を判別可能である．計算時間の観点で，Cl が 3つの指標のなかで一番有用だと考え

られる．

表 3.5は SSMから求めた低次モードの実効屈折率 neff(= γ̂l/k0)とその不要解判別指標 Cl，行
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列の条件数 cond([T (γ)])，残差 ||[T (γ)]{b}||2，クラスタ分析による指標のグループ分け，Broyden
method から求めた実効屈折率 neff,l[38] を示したものである．非縮退モードである HE31 モード

は HE’31，HE”31 と表記する．空間高調波の打ち切り項数Mc は文献 [38]のMMの設定と同様に

Mc = 5としている．SSMのパラメータは，ρ/k0 = 10−3，Ns = 256とした．M と LはML > 4

となるように，M = 2 と L = 4 とした．o/k0 は HE11 モードを求める場合 o/k0 = 1.4455，

TE01，HE21，TM01 モードを求める場合 o/k0 = 1.4385，TE01，HE31，EH11 モードを求める場

合 o/k0 = 1.430とした．指標のグループ分けはソートした log10 Cl に対して，ユークリッド距離

を用いた k-means法 [100]を使用している．SSMと Broydenのどちらの実効屈折率も文献値 [38]

と良く一致している．またクラスタ分析により物理解と非物理解を自動で判別できている．

図 3.11は HE11 モードの電磁界とポインティングベクトルの z 成分の分布である．文献 [38]の

分布と比較すると，本手法による界分布算出の妥当性を確認できる．

図 3.12，3.13は HE11 モードと TM01 モードの電界の z 成分である．SSMと DSMにより求め

た界分布は，図から良く一致していることがわかる．また，ここでは示さないが，他のモードの界

分布を含めて，重なり積分から SSMと DSMで求めた界分布の一致を確認している．DSMの初

期三角形は，二等辺直角三角形として，その 3頂点を ńeff，ńeff +∆，ńeff + j∆とする．ńeff は初

期値であり推定した複素実効屈折率，∆は辺の長さである．許容誤差は，関数値である [T (γ)]の

条件数の逆数 1/cond{[T (γ)]}と実効屈折率 neff のどちらについても 10−10 以下とする．DSMパ

ラメータは ∆ = 2.5× 10−5 とし，ńeff は求めるモードに合わせて適宜変更した．なお DSMによ

る界分布は，係数行列のヌル空間の直交基底として求まる固有ベクトルを求めている．さらに，界

分布の重なり積分は，Multipole methodの係数から SSMと DSMでの界分布を算出し，両者を

数値積分したものであるが，界分布の算出式が同一であるため SSMと DSMで求めた係数行列の

内積を評価したところ，完全に一致するときの内積の値 1に対して 15桁以上一致していた．

表 3.6 は HEa
21 モードの実効屈折率 na

eff と nb
eff の差の Ns 依存性を調べたものである．

o/k0 = 1.4385，ρ/k0 = 10−3，M = 2としている．Ns = 16は，いずれの Lでも，実効屈折率

は小数点以下で実部で 11桁，虚部で 10桁以上一致している．この結果から，ρ/k0 = 10−3 では，

Ns = 16と少ないすうち縮退モードを計算可能であることがわかる．また，L = 2, 4, 8の順に縮

退固有値の差は小さくなっており，縮退度よりも Lを大きくする方が精度が良いことがわかる．

表 3.7と図 3.14は，表 3.5の半径 ρ/k0 = 0.001よりも大きい ρ/k0 = 0.01とした場合の実効屈

折率とその分布を示している．SSMのパラメータは，o/k0 = 1.436，M = 4，L = 8，Ns = 256

としている．点線の小さい円は ρ/k0 = 0.001 であり，点線の大きい円は ρ/k0 = 0.01 である．

ρ/k0 = 0.01としても，表 3.5と同様に解が求まっている．M × L = 32なので不要解が多く混入

しているが，いずれの指標を用いても判別できている．

表 3.8 は HEa
21 モードの実効屈折率 na

eff と nb
eff の差の Ns 依存性を調べたものである．パラ

メータはM = 4からM = 8に変更して，L = 2でも L×M = 32 > Np = 12となるようにした．

L = 2 のとき，Ns = 512 でも na
eff と nb

eff の差は 10−9 よりも大きい．L = 4 では Ns > 128，

L = 8では Ns > 64で小数点以下 13桁の一致を確認できる．この結果から，Ns を減らすために，

Ns > M の制限の下で，縮退度より Lを大きくすると固有値の計算精度が良いことがわかる．
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以下に，SSM と DSM の比較を行う．SSM による標本点と求まるモードを図 3.15 に示した．

SSMのパラメータ o/k0 = 1.4385，は ρ/k0 = 10−3，Ns = 16，M = 2，L = 4とした．SSMで

は数値積分の標本点数 16点の評価で，積分路内の 3つの固有値（縮退を考慮すると 4つの固有値）

が全て一度に求まる．

図 3.16，3.17 は，Mc = 10 として DSM での初期値決定に用いる関数値 |det{[T (γ)]}|，
1/cond{[T (γ)]} の分布を調べたものである．図示した範囲を縦横 Ng 等分する格子を考え，

格子点上の関数値から等値線図を作成した．図 3.17(a)の Ng = 100の場合では 3つの固有値に対

応する極小値を確認できるが，図 3.17(b)の Ng = 10では極小値は 1つに見えている．また，図

3.16では，Ng = 100であるが，固有値に対応する極小値を確認できない．このように関数分布を

調べるためには，詳細な調査が必要であり，近接する解の有無，解の個数の決定は容易ではない．

図 3.18は SSMと DSMの計算時間を調べたものである．SSMのパラメータは，ρ/k0 = 0.001，

o/k0 = 1.4455，L = 4，M = 2，Mc = 5, 13 である．用いた計算機は，Intel R⃝ i7-4770（基本

周波数 3.40GHz，4 コア，8 スレッド），主記憶 16GB を備えている．１回あたりの計算時間は，

DSMの方が SSMより長いが，同程度と仮定して cond([T (γ)])あるいは [V ]H [T (γ)][V ]の評価回

数を見積る．DSM で固有値を算出する場合，行列の条件数 cond([T (γ)]) を初期三角形の 3 点と

収束するまでの Nu 点で，合計 3 + Nu 回計算する必要がある．また，1 回の DSM の適用で，1

つの固有値のみを算出する．一方，SSMは一度の計算で [V ]H [T (γ)][V ]を Ns 回評価する必要が

あるが，Γ 内の固有値がすべて求まる．表 3.5，表 3.7 の Np = 2，4，12 の固有値を求める場合，

SSM では Ns = 16，Ns = 64 が必要となる．SSM に近い計算時間で DSM を用いて解く場合に

は，Np = 2, 4で Nu = 5, 1であり，Np = 12で Nu = 3であるため，Nu = Ns/Np − 3を満たす

必要がある．しかし，これらの Nu を実現するには求める固有値に速く収束する初期値が必要であ

る．不適切な初期値では解が求まらなかったり，Nu が増加する．したがって，DSMを用いる場

合は，適切な初期値の選択のために複素伝搬定数面での条件数の分布をあらかじめ詳細に調べる必

要がある．

以上をまとめると，DSMで解を探索する場合，初期値と解の個数を決定するために，あらかじ

め関数値の詳細な分布が必要となる．また，一度の DSMの適用で 1つの固有値を探索するので，

複数の固有値が存在する場合には，全体で多くの反復回数が必要となり，計算時間が長くなってし

まう．一方 SSM では，縮退固有値を含めて，指定範囲内の全固有値を一度に求めることができ，

関数値の評価回数も少ない．以上により，計算時間は DSMより SSMの方が速いと考えられる．
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3.5 むすび

SSM の概略について述べ，非ブロック版の適用例として，周期構造導波路の漏洩モードの

HTFEM解析を行った．またブロック版の適用例として，ホーリーファイバの導波モードをMM

解析した．これらの解析結果から，指定した範囲内の全伝搬定数を縮退モードも含めて，高速に求

解可能であることを確かめた [54]，[57]．

SSM を導波路解析の NEP に適用すると，ハンケル行列の条件数から解の個数を決定すること

が難しいことを漏洩モードの解析例で示し，モードの電界分布あるいは積分路の変更により不要解

が判別できることを示した．また不要解の判別指標として，新たに，固有値の条件数 [58]，[86]，

NEPの係数行列の条件数，NEPの固有ベクトルを規格化して算出する残差の 3つの指標を．ホー

リーファイバの導波モード解析を例として，検討した．不要解の判別は，本章の数値計算例で示し

たように，NEPの係数行列の条件数，NEPの残差，NEPの固有ベクトルから求めた界分布の物

理的妥当性，積分路の変更によっても可能であるが，固有値の条件数を判別指標とすると，判別指

標に必要な計算量が他の指標等よりも少ないため，有用であることを示した．なお，固有値の条件

数では SSMで求解した一般化線形固有値問題の固有値とその固有ベクトルを用いて，条件数の計

算をするのみであるが，ほかの方法では係数行列の条件数や固有ベクトルと残差を計算する必要が

あり，計算量が著しく増加する．さらにホーリーファイバのMM解析を例に，NEPの行列が特異

になる複素伝搬定数を DSMで探索する場合と比較し，SSMによる求解の高速性を示した．また，

判別指標として固有値の条件数 Cl を用いることにより縮退固有値がある場合でも，不要解を判別

できること，ならびに Cl をクラスタ分析することで，不要解を自動判別できることを確認した．

固有値が周回積分路外や周回積分路付近の場合の Cl を用いた不要解の自動判別の妥当性確認は

今後の課題である．
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表 3.3　ブロック版 SSMにより求めた実効屈折率と指標

L Mode Γ̌ neff Cl cond([T (γ)]) Residual||[T (γ)]{b}||2
2 TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 1.3× 102 3.4× 1012 9.7× 10−8

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 6.8× 101 6.1× 1011 2.2× 10−7

HEb
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 2.2× 101 2.5× 1014 9.6× 10−10

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 4.9× 101 3.7× 1012 7.7× 10−8

4 TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 7.9 4.1× 1014 5.1× 10−10

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 7.8 4.0× 1014 3.0× 10−10

HEb
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 7.4 4.2× 1014 2.7× 10−10

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 8.0 1.2× 1015 2.0× 10−10

Spurious † 1.438675258 + j9.790× 10−4 1.1× 1014 5.9× 101 8.0× 102

Spurious 1.443969202 + j8.040× 10−3 1.3× 1014 1.6× 101 4.2× 103

Spurious 1.434094692− j2.993× 10−3 1.7× 1014 2.8× 101 1.8× 103

Spurious 1.435910897 + j1.492× 10−3 1.0× 1014 1.6× 101 4.2× 103

8 TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 7.9 2.5× 1014 6.5× 10−10

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 6.0 4.2× 1014 2.6× 10−10

HEb
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 6.4× 101 1.7× 1014 6.5× 10−10

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 4.5 9.5× 1014 3.2× 10−10

Spurious † 1.438588176− j6.478× 10−4 1.5× 1014 1.1× 102 1.0× 103

Spurious † 1.438785890 + j6.734× 10−4 1.3× 1014 7.9× 101 6.5× 102

Spurious 1.439379364 + j4.464× 10−3 3.9× 1014 7.1× 101 5.3× 102

Spurious 1.438983657 + j4.337× 10−3 3.7× 1014 1.4× 101 2.3× 103

Spurious 1.437693668 + j1.698× 10−3 2.1× 1014 2.9× 101 1.4× 103

Spurious 1.438701618 + j1.593× 10−3 2.2× 1014 3.6× 101 9.1× 102

Spurious 1.438497563− j1.033× 10−3 3.1× 1014 7.5× 101 7.2× 102

Spurious 1.438485060− j1.090× 10−3 3.0× 1014 7.2× 101 7.6× 102

Spurious 1.438518755− j1.088× 10−3 2.6× 1014 7.2× 101 6.8× 102

Spurious 1.438518897 + j1.143× 10−3 2.7× 1014 5.1× 101 7.3× 102

Spurious 1.438478805 + j1.091× 10−3 2.7× 1014 5.4× 101 8.2× 102

Spurious 1.438501215 + j1.078× 10−3 3.0× 1014 5.4× 101 7.7× 102

38



表 3.4　非ブロック版 SSM（L = 1）により求めた実効屈折率と指標

M Mode Γ̌ neff Cl cond([T (γ)]) Residual||[T (γ)]{b}||2
2 Spurious † 1.438569696 + j1.155× 10−5 2.7× 101 2.6× 103 1.8× 102

Spurious † 1.438384277− j1.804× 10−5 1.8× 101 2.7× 103 9.1× 101

4 TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 2.3×102 7.0×1011 8.9×10−7

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 3.4×102 1.1×1011 1.0×10−6

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 2.8×102 3.9×1011 7.4×10−7

Spurious 1.434671744 + j1.076× 10−2 4.4×1013 3.9 2.7×104

6 TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 5.3×102 3.5×1011 1.8×10−6

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 1.3×103 5.9×1010 2.0×10−6

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 6.2×102 2.1×1011 1.4×10−6

Spurious † 1.438619086− j7.903× 10−4 2.5×1013 9.1×101 1.5×103

Spurious 1.438389654 + j1.066× 10−3 2.1×1013 5.5×101 2.2×103

Spurious 1.441003255 + j5.779× 10−3 5.3×1013 1.5×101 1.1×104

表 3.5　低次モードの実効屈折率

SSM Broyden method [38]

Mode Γ a neff Cl cond([T (γ)]) Residual||[T (γ)]{b}||2 Group neff

HEa
11 † 1.445395346− j3.151× 10−8 9.0 1.4× 1015 2.4× 10−10 1

1.445395345− j3.15× 10−8

HEb
11 † 1.445395346− j3.151× 10−8 6.5 1.6× 1015 2.0× 10−10 1

Spurious † 1.445590201 + j4.962× 10−4 1.2× 1014 4.0× 102 8.1× 101 2

Spurious † 1.445584295− j8.914× 10−4 1.2× 1014 2.8× 102 5.8× 101 2

Spurious † 1.445364564− j8.019× 10−4 1.5× 1014 2.3× 102 1.2× 102 2

Spurious 1.442541064− j6.385× 10−4 1.5× 1014 4.4× 101 1.2× 103 2

Spurious 1.444754414 + j1.207× 10−3 9.1× 1013 1.5× 102 2.1× 102 2

Spurious 1.445348359 + j1.029× 10−3 1.4× 1014 2.6× 102 8.6× 101 2

TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 7.9 4.1× 1014 5.1× 10−10 1 1.438585801− j4.986× 10−7

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 7.8 4.0× 1014 3.0× 10−10 1

1.438445842− j9.929× 10−7

HEb
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 7.4 4.2× 1014 2.7× 10−10 1

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 8.0 1.2× 1015 2.0× 10−10 1 1.438366726− j1.374× 10−6

Spurious † 1.438675258 + j9.790× 10−4 1.1× 1014 5.9× 101 8.0× 102 2

Spurious 1.443969202 + j8.040× 10−3 1.3× 1014 1.6× 101 4.2× 103 2

Spurious 1.434094692− j2.993× 10−3 1.7× 1014 2.8× 101 1.8× 103 2

Spurious 1.435910897 + j1.492× 10−3 1.0× 1014 1.6× 101 4.2× 103 2

HE
′
31 † 1.430414041− j2.218× 10−5 1.0× 101 1.7× 1015 2.9× 10−10 1 1.430175− j2.22× 10−5

EHa
11 † 1.429969412− j1.577× 10−5 7.4 2.0× 1014 5.5× 10−10 1

1.4299694− j1.577× 10−5

EHb
11 † 1.429969412− j1.577× 10−5 3.6× 101 2.1× 1014 5.7× 10−10 1

HE
′′
31 † 1.429255296− j9.337× 10−6 3.6 5.4× 1014 2.2× 10−10 1 1.429255296− j9.337× 10−6

Spurious 1.429737661 + j4.251× 10−3 1.9× 1014 8.0 8.6× 103 2

Spurious 1.431123334 + j1.205× 10−3 2.0× 1014 2.6× 101 3.5× 103 2

Spurious 1.429980552− j1.585× 10−3 2.9× 1014 3.9× 101 3.0× 103 2

Spurious 1.429867003 + j1.117× 10−3 2.1× 1014 3.3× 101 3.4× 103 2
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表 3.6　 HEa
21 モードの実効屈折率 na

eff と nb
eff の差の Ns 依存性

L Ns Re{na
eff} Im{na

eff} |Re{na
eff − nb

eff}| |Im{na
eff − nb

eff}|
2 8 1.43844617324908 -7.68013554030336×10−7 3.53×10−4 3.85×10−4

16 1.43844584209351 -9.92872363517664×10−7 9.37×10−12 1.32×10−11

32 1.43844584209345 -9.92872348449118×10−7 2.03×10−13 1.96×10−13

64 1.43844584209345 -9.92872348431689×10−7 1.55×10−13 1.53×10−13

128 1.43844584209345 -9.92872348383443×10−7 1.64×10−13 1.57×10−13

256 1.43844584209345 -9.92872348420888×10−7 5.33×10−14 5.68×10−14

4 8 1.43844584235900 -9.93501136013654×10−7 7.23×10−10 7.03×10−10

16 1.43844584209345 -9.92872348434856×10−7 2.22×10−16 6.68×10−18

32 1.43844584209345 -9.92872348467995×10−7 0 3.54×10−17

64 1.43844584209345 -9.92872348473599×10−7 0 4.04×10−17

128 1.43844584209345 -9.92872348533279×10−7 0 1.04×10−16

256 1.43844584209345 -9.92872348404375×10−7 0 3.35×10−17

8 8 1.43844584233805 -9.93098051612578×10−7 6.86×10−10 5.42×10−10

16 1.43844584209345 -9.92872348195993×10−7 2.22×10−16 2.13×10−16

32 1.43844584209345 -9.92872348473795×10−7 2.22×10−16 5.46×10−17

64 1.43844584209345 -9.92872348366740×10−7 2.22×10−16 6.03×10−17

128 1.43844584209345 -9.92872348252713×10−7 6.66×10−16 1.57×10−16

256 1.43844584209345 -9.92872348462600×10−7 2.22×10−16 2.38×10−17
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表 3.7　 SSMにより求めた実効屈折率と指標

Mode Γ̌ neff Cl cond([T (γ)]) Residual||[T (γ)]{b}||2
HEa

11 † 1.445395346− j3.151× 10−8 4.5×101 5.6×1014 1.5×10−9

HEb
11 † 1.445395346− j3.151× 10−8 3.0×101 1.2×1015 9.2×10−10

TE01 † 1.438585801− j4.986× 10−7 2.6×102 2.4×1013 1.8×10−8

HEa
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 3.0×102 2.8×1013 8.0×10−9

HEb
21 † 1.438445842− j9.929× 10−7 6.4×102 2.0×1013 1.2×10−8

TM01 † 1.438366726− j1.374× 10−6 1.1×102 3.5×1013 8.3×10−9

HE
′
31 † 1.430414041− j2.218× 10−5 1.4×102 3.8×1013 1.1×10−8

EHa
11 † 1.429969412− j1.577× 10−5 9.1×101 2.0×1014 1.7×10−9

EHb
11 † 1.429969412− j1.577× 10−5 1.8×102 3.6×1013 6.1×10−9

HE
′′
31 † 1.429255296− j9.337× 10−6 6.2×101 5.1×1014 1.4×10−9

HEa
12 † 1.426891656− j3.517× 10−5 2.6×101 2.0×1014 2.3×10−9

HEb
12 † 1.426891656− j3.517× 10−5 2.0×101 2.1×1014 1.2×10−9

Spurious † 1.435404169 + j9.516× 10−3 8.6×1014 4.4 1.4×104

Spurious † 1.435762105 + j7.594× 10−3 9.7×1014 5.5 1.3×104

Spurious † 1.435887637 + j6.066× 10−3 6.8×1014 6.7 1.2×104

Spurious † 1.436283823− j8.025× 10−3 1.7×1014 2.4×102 1.5×102

Spurious † 1.442258732 + j1.231× 10−3 1.2×1014 3.5×101 3.5×103

Spurious † 1.435805121− j6.313× 10−4 1.0×1014 2.3×101 3.3×103

Spurious 1.440039344 + j1.895× 10−2 1.2×1015 2.5 5.7×104

Spurious 1.438628112 + j1.325× 10−2 9.1×1014 3.8 2.8×104

Spurious 1.442701139 + j1.216× 10−2 9.7×1014 5.7 2.2×104

Spurious 1.437140751 + j1.059× 10−2 7.1×1014 4.5 1.7×104

Spurious 1.444674731− j1.200× 10−2 2.6×1014 4.8×103 2.3

Spurious 1.448227650 + j6.019× 10−4 3.1×1014 3.2×104 5.6×10

Spurious 1.439765453− j1.037× 10−2 1.7×1012 3.1×104 9.6

Spurious 1.439787142− j1.032× 10−2 1.9×1012 5.6×104 7.9

Spurious 1.442467816− j8.435× 10−3 3.6×108 5.7×107 6.2×10−3

Spurious 1.442450805− j8.421× 10−3 1.1×108 1.4×108 1.3×10−3

Spurious 1.442513175− j8.379× 10−3 1.6×108 8.4×108 4.1×10−4

Spurious 1.442513176− j8.379× 10−3 1.3×108 2.5×108 8.3×10−4

Spurious 1.439166614− j9.808× 10−3 8.5×104 3.2×1011 1.8×10−6

Spurious 1.439166614− j9.808× 10−3 6.2×104 3.2×1012 3.9×10−7
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表 3.8　 HEa
21 モードの実効屈折率，na

eff と nb
eff の差の Ns 依存性

L Ns Re{na
eff} Im{na

eff} |Re{na
eff − nb

eff}| |Im{na
eff − nb

eff}|
2 64 1.43846756509428 -4.26999807062678×10−5 8.35×10−4 8.75×10−3

128 1.43844561377347 -8.45083123575611×10−7 6.51×10−4 5.37×10−4

256 1.43844590166850 -9.49917946719141×10−7 5.97×10−8 4.28×10−8

512 1.43844584209679 -9.92874526646277×10−7 2.03×10−10 1.08×10−9

4 64 1.43844587315592 -1.01019518297310×10−6 4.81×10−8 1.20×10−8

128 1.43844584209332 -9.92872622695972×10−7 5.33×10−15 3.06×10−13

256 1.43844584209339 -9.92872317588776×10−7 6.84×10−14 3.81×10−14

512 1.43844584209346 -9.92872352113842×10−7 4.66×10−15 1.20×10−14

8 64 1.43844584209375 -9.92872060088400×10−7 5.91×10−13 4.42×10−13

128 1.43844584209344 -9.92872345820167×10−7 9.55×10−15 3.13×10−15

256 1.43844584209345 -9.92872349958413×10−7 4.22×10−15 1.35×10−15

512 1.43844584209345 -9.92872358261832×10−7 2.89×10−15 1.40×10−14

16 64 1.43844584209344 -9.92872343080071×10−7 2.46×10−14 5.46×10−15

128 1.43844584209345 -9.92872348377422×10−7 2.22×10−16 1.77×10−16

256 1.43844584209345 -9.92872346477299×10−7 8.88×10−16 1.78×10−15

512 1.43844584209345 -9.92872348750235×10−7 1.55×10−15 5.57×10−17
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4 ハイブリッドトレフツ有限要素解析法と SSMによる導波路伝搬

特性解析

4.1 まえがき

高速な自動最適設計を目的とした，電磁波導波路の伝搬特性解析法として新たに ハイブリッド

トレフツ有限要素法 (HTFEM)の定式化を第 2章で述べ，HTFEMの非線形固有値問題の高速解

法として，Sakurai-Sugiura 射影法 (SSM)が有用であることを第 3章に示した．本章では, まず,

単純な構造で縮退モードを有する円筒誘電体導波路を例に数値計算を行い，解析解との比較により

HTFEM解析法の妥当性を示す．次に，ホーリーファイバを対象として，導波路伝搬特性解析用の

HTFEM の開発を行い，数値解析例から解析精度と計算時間を検討する．ホールを含んだ円環状

の不連続領域をベクトル要素で分割し, それ以外の一様領域をトレフツ要素で分割した数値計算結

果を示す．この計算結果をベクトル要素を使用した文献値 [5]，[12]，[11]，Multipole Methodに

よる文献値 [38]，有限要素シミュレータである COMSOL Multiphysics R⃝(COMSOL)を用いた計

算結果と比較して，妥当性，有用性を示す．

4.2 伝搬方向に構造が一様な場合の HTFEMの数値計算例

まず，円筒誘電体導波路を解析対象として，トレフツ要素のみで導波路構造をモデル化した数値

例を示している．次に，ホーリーファイバを解析対象として，トレフツ要素とベクトル要素を併用

して導波路構造をモデル化した数値例を示している．なお，円筒誘電体導波路の場合は h-form，

ホーリーファイバの場合では e-formで計算を行っている．

図 4.1　円筒誘電体導波路の断面図
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4.2.1 円筒誘電体導波路

本節では，トレフツ要素のみで分割可能な構造で，縮退モードが伝搬し，解析解を有する図 4.1

に示す円筒誘電体導波路を考える．図 2.1の導波路において，不連続領域を取除き（a1 = a2 = a），

比誘電率 ε1 = 2.5，ε2 = 1としたものである．ここで示す HTFEMの計算結果は，導波路の 2領

域をそれぞれ 1個のトレフツ要素で分割した．SSMから導かれる固有値問題の係数行列では 0,1,2

次のモーメント（M = 2）を一次独立な 4 つの列ベクトル（L = 4）について計算した．なお，

L = 4は次のように定めた．構造の対称性から，ϕ方向に 90度だけ回転した界分布の固有値が縮

退する．また調べる範囲で，TM01 と HE21 あるいは HE12 と HE31 が縮退する場合があること

が分っているので，L =(対称性の 2)× (モード縮退数の 2)= 4とする．本節では求めた界分布を

モードの判定に利用しており，解析解の界分布と一致することを重なり積分により確かめている．

なお導波モードは減衰しないため，複素伝搬定数の虚部は解析的にゼロであり，実部である位相

定数を求める問題であるが，SSMでは複素伝搬定数平面で固有値を計算するため，小さな虚部を

有する複素伝搬定数が求まる．

図 4.2 は，HTFEM で算出した位相定数 βh = Re{γ̂l} と解析解の位相定数 γa との相対誤

差 |βh

γa
− 1| の積分点数 Ns 依存性を調べたものである．図 4.2(a) は TM01，HE21 モードが縮

退する k0a = 3.0943817 について調べたもので，図 4.2(b) は HE12，HE31 モードが縮退する

k0a = 3.6870863について調べたものである．HTFEMの計算では，境界 Γ1 を 64等分割，空間

高調波展開の打切り項数Mc を 64として，SSMでは積分路の円の半径を ρ/k0 = 0.1，中心を図

4.2(a)では o/k0 = 1.2，図 4.2(b)では o/k0 = 1.12とした．求解範囲となる円内では，(a)では

TE01，TM01，HE21 モード，(b)では EH01，HE12，HE31 モードが伝搬する．Ns が増加すると，

HTFEMで求めた結果はいずれも，一定値に収束している．解が解析解に近づかないのは，トレフ

ツ要素の接続境界 Γ1 の分割数を D = 64，空間高調波展開の打ち切り項数をMc = 64と一定値と

したためである．とくに HE21 モードでは，図示した範囲の Ns に依らず一定となっているが，こ

れは D，Mc が 64での収束値に既に達しているためである．また，界分布を式 (2.4)，(2.5)で展

開したので，左回りと右回りの界が存在するために HE21，EH11，HE12，HE31 モードは 2つの

解が求まっている．

図 4.3，4.4は HE21 モードと TE01 モードの磁界の z 成分である．HTFEMと解析解により求

めた界分布が一致しており，矩形領域 −2a ≤ x, y ≤ 2aの 200 × 200格子点を用いて数値積分し

た界分布の重なり積分の値が 6桁以上一致ことも確認している．

次に，図 4.2に示したように，算出した位相定数が収束したNs = 128に積分点数を固定し，接続

境界の分割数 D と打切りモード項数Mc を同じ値として，値 D = Mc を変えて相対誤差 |βh

γa
− 1|

を調べた結果を図 4.5 に示す．なお積分路は，図 4.2 に示した場合と同一である．図 4.5(a) の

TE01 と TM01 の縮退モードを除くと，残りの 4つのモードの位相定数の誤差は，単調に減少して

いる．図示した 5点で直線近似すると，分割数Dのおよそ −5.2乗で収束している．TE01，TM01

の縮退モードの誤差は，D に依らず 10−13% 程度となっている．これは解の誤差が倍精度演算の

誤差程度となっているためと考えられる．
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図 4.6は，分散曲線を調べたものである．ここで，D = 64，Mc = 64，Ns = 128として，積分

路の円の中心と半径を，解が円内部に位置するように適宜変更した．位相定数 β の計算結果は，い

ずれのモードでも，解析解と一致している．
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図 4.2　位相定数 β の相対誤差の標本点数 Ns 依存性
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図 4.5　位相定数 β の相対誤差の分割数 D 依存性
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表 4.1　規格化伝搬定数 γ̂/k0, Fl

(a) k0a = 3.0943817, o/k0 = 1.2, ρ/k0 = 0.1

HTFEM Analytic

Mode γ̂l/k0 Fl γa/k0

TE01 † 1.26175 + j5.15948× 10−17 4.13× 10−2 1.26175

TM01 † 1.19173− j3.03396× 10−16 3.56× 10−2 1.19173

HE21 † 1.19173− j1.16663× 10−14 1.24× 10−5 1.19173

HE21 † 1.19173 + j3.42619× 10−15 2.53× 10−5 1.19173

- † 1.27748 + j1.14703× 10−2 1.73× 10−30 -

- † 1.22155 + j1.71083× 10−2 1.58× 10−30 -

- 1.18852 + j2.33648× 10−1 7.80× 10−31 -

- 1.07439 + j6.01875× 10−3 1.14× 10−29 -

(b) k0a = 3.6870863, o/k0 = 1.12, ρ/k0 = 0.1

HTFEM Analytic

Mode γ̂l/k0 Fl γa/k0

EH11 † 1.12156− j1.22282× 10−14 1.04× 10−4 1.12156

EH11 † 1.12156− j7.42678× 10−15 2.22× 10−4 1.12156

HE12 † 1.03665− j1.62447× 10−14 1.62× 10−5 1.03665

HE12 † 1.03665− j1.29023× 10−15 2.02× 10−3 1.03665

HE31 † 1.03665− j1.28905× 10−16 6.26× 10−2 1.03665

HE31 † 1.03665− j1.73553× 10−14 2.24× 10−5 1.03665

- † 1.09302− j4.96942× 10−2 6.182× 10−30 −
- 1.22255− j4.11396× 10−2 1.21× 10−29 −
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u

図 4.7　ホーリーファイバの断面図

図 4.8　対称，反対称条件を用いたホーリーファイバの断面図

4.2.2 ホーリーファイバ

図 4.7に示す z 方向へ無限に長いホーリーファイバを考える [5]．ホールは真空とし，ホール以

外の領域の比誘電率 εr は，波長依存性を持つものとする．また，ホールの直径 d，隣り合うホー

ルの中心間の長さ Λ = 1.35dとする．

HTFEMを用いた解析では，a1 = 0.8d，a2 = 2dとして，ホールを含む不連続領域 Ωd を図 2.2

のベクトル要素，一様領域 Ω1,Ω2 をそれぞれ一つのトレフツ要素で分割を行う．ベクトル要素と

トレフツ要素の境界である Γ1，Γ2 の分割数と空間高調波の打ち切り項数Mc を等しくしている．
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SSMのパラメータは，Ns = 128，M = 2，L = 4である．

表 4.2は k0d = π/0.145，
√
εr = 1.45の場合の実効屈折率 neff,l(= γ̂l/k0)の計算結果を示したも

のである．ここで，離散化電界の未知数を 52128とし，SSMの周回積分路の円の半径 ρ/k0 = 10−3

とし，中心 o/k0 は求めるモードごとに適宜変更した．HTFEM による結果は他の解析法による

文献値 [11]，[12]，[38] と実部が良く一致している．また，HEb
31 モードでは，表 3.7 の SSM を

用いた Multipole method から求まる neff の実部が 1.430414041 であり，文献 [38] の結果であ

る 1.430175 よりも HTFEM と近い値となっている．虚部は，文献 [12] の結果よりも Multipole

Method[38]，Vector FDM-ABC[11]に近い値となっている．

k0d = π/0.155，
√
εr = 1.45とし，HEa

11，HEb
11 モードを解析した結果を表 4.3 に示す．ここ

で，SSMのパラメータは，ρ/k0 = 10−4，o/k0 = 1.4448とした．モード名が −のものは，ブロッ
ク版 SSMの求解時に混入する非物理解である．また HTFEMの結果中の括弧内の値は，式 (3.16)

の Fl を計算したものである．非物理解に対応する Fl は物理解に対応する Fl よりも十分小さく，

文献 [58]と同様に，これらを指標として解の判別が可能であることが確かめられる．比較のため，

COMSOL を用いた結果を表 4.3 に示した．解析モデルは断面全体，あるいは対称性を用いて図

4.8に示す 1/4領域とし，文献 [5]と同様に，a2 = 8.1dを電気壁とする．完全整合層（Perfectly

matched layer:PML）を使用する場合には，6d ≤ r ≤ a2 を PML材料とし，PML scaling factor

を 2，PML orderを 1として，r 方向の coordinate stretching variableを

sr =
4π(1− j)(r − 6d)

2.1dk0
√
εr

(4.1)

とした．図 2.2に示したベクトル要素を用いて分割し，一般化固有値問題を解いた．未知数（DOF）

は，各解析法で同程度になるように HTFEMでは全断面 52128，COMSOLでは，1/4断面あるい

は全断面上で，それぞれ，64461と 64021とした．表 4.3から，HTFEMと COMSOLの実効屈

折率の実部の計算結果は 7桁一致していることがわかる．

図 4.9，4.10は k0d = π/0.145，
√
εr = 1.45の場合での HE11 モードと TE01 モードの電界の z

成分を示したものである．HTFEMと COMSOLにより求めた界分布が一致しており，正方形領

域 −2d ≤ x, y ≤ 2dの 200 × 200の格子点を用いた数値積分により算出した重なり積分値の 5桁

以上の一致を確認している．また，他の表 4.3中のモードの界分布も，HTFEMと COMSOLに

よる計算結果が一致していることを重なり積分から確認している．なお，ベクトル要素で分割した

領域を重なり積分で評価する際には，数値積分に必要となる要素内部の界の値を，固有ベクトルと

ベクトル要素の補間関数を用いて算出している．

図 4.11 は k0d = π/0.155，
√
εr = 1.45 とし，縮退する 2 モード HEa

11，HEb
11 の実効屈折率

の実部 Re{neff} の未知数依存性を調べたものである．文献 [5] の結果は，三角形アイソパラメト

リック要素を用いて，1/4 領域を解析したものである．全断面を解析した HTFEM（■，×）と
COMSOL（•，▲）の結果を比較すると，HTFEMの方が少ない未知数で収束値に近付いている．

また HTFEMの結果は，COMSOL，文献値 [5]の対称性を利用した 1/4領域の解析結果と同程度

の未知数で収束している．ここでは示さないが，未知数が 117074の HTFEMと未知数が 126029

の COMSOLの実効屈折率の実部は数値的に 7桁一致していた．HTFEMの未知数が少ないと実
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効屈折率が単調に増加しないのは，原因は明確ではないが，未知数が少ないため界分布の近似が不

十分なためと考えられる．

図 4.12は k0d = π/0.155，
√
εr = 1.45とし，縮退する 2モード HEa

11，HEb
11 の実効屈折率の

実部 Re{neff} の差の未知数依存性を調べたものである．未知数が増えると，いずれの計算結果
でも誤差が減少している．未知数が 30000 程度までは同程度の誤差であるが，40000 を超えると

HTFEMの計算結果の誤差が最も小さい．なお，30000から 70000の範囲では HTFEMの誤差は

図 4.12の下限の 10−16 よりも小さくなっていた．

図 4.13 は誘電体を SiO2[101] として実効屈折率と損失の波長依存性を調べたものである．

HTFEMの未知数は 52128としている．SSMのパラメータ ρ/k0，o/k0，M，Lは適宜変更した．

分散曲線はいずれのモードでも文献値 [12]と一致している．損失は，TE01，TM01，HE21，HE11

について傾向が一致しており，これらのモードより損失が大きい HEa
31，HEb

31，EH
a
11，EH

b
11 モー

ドでは文献 [12]と一致している．これは，表 4.2に示したように，HTFEMの結果と文献値 [12]

とでは，実効屈折率の実部の一致度に比べ，損失に対応する虚部の一致度が低いためであると考え

られる．
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表 4.2　ホーリーファイバの実効屈折率 neff,l（k0d = π/0.145）

HTFEM FEM[12] Multipole Method[38] Vector FDM-ABC[11]

HEa
11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453935−j4.11×10−8

1.4453953−j3.15×10−8 1.4453954−j3.07×10−8

HEb
11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453931−j4.12×10−8

TE01 1.4385838−j5.31×10−7 1.4385760−j3.97×10−7 1.4385858−j4.99×10−7 1.4385890−j5.43×10−7

HEa
21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384419−j7.13×10−7

1.4384458−j9.93×10−7 1.4384442−j9.62×10−7

HEb
21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384376−j7.11×10−7

TM01 1.4383648−j1.41×10−6 1.4383622−j1.03×10−6 1.4383667−j1.37×10−6 1.4383643−j1.38×10−6

HEb
31 1.4304079−j2.15×10−5 1.4303848−j2.25×10−5 1.430175−j2.22×10−5

EHa
11 1.4299564−j1.59×10−5 1.4299517−j1.67×10−5

1.4299694−j1.58×10−5

EHb
11 1.4299564−j1.59×10−5 1.4299459−j1.68×10−5

HEa
31 1.4292498−j8.73×10−6 1.4292608−j9.17×10−6 1.4292553−j9.34×10−6

表 4.3　ホーリーファイバの実効屈折率 neff,l（k0d = π/0.155）

HTFEM COMSOL

Whole cross section Quarter cross section Whole cross section

DOF 52128 64461（PML） 64461 64021 　

HEa
11 1.44476742−j4.21430062×10−8 (2.51× 10−2) 1.44476722−j4.11996394×10−8 1.44476719 1.44476668

HEb
11 1.44476742−j4.21430062×10−8 (3.92× 10−2) 1.44476722−j4.11996761×10−8 1.44476719 1.44476668

- 1.44607428+j3.21159451×10−7 (8.70×10−26) - - -

- 1.44610146+j4.51839704×10−6 (7.15×10−26) - - -

- 1.44451291+j8.59158003×10−7 (3.99×10−26) - - -

- 1.44451516+j4.89098973×10−7 (2.19×10−26) - - -

- 1.44509009−j1.34127797×10−7 (2.02×10−26) - - -

- 1.44508935+j1.39800745×10−6 (4.63×10−27) - - -
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図 4.9　 HE11 モードの電界の z 成分
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図 4.11　実効屈折率の実部 Re{neff}の未知数依存性
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図 4.12　縮退実効屈折率の実部 Re{neff}の差の未知数依存性
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4.3 求解するモードの界分布を制約する HTFEMの数値計算例

図 4.7に示す z 方向へ無限に長いホーリーファイバを考える．ここに a1 = 0.8d，a2 = 2dとす

る．4.2.2節では，導波路全断面を解析したが，本節では，界分布の回転対称性を用いて断面の 1/4

領域あるいは 1/12領域を HTFEM解析する．4.2.2節と同様に，e-formで離散化を行い，ホール

を含む不連続領域 Ωd を図 2.2のベクトル要素，一様領域 Ω1,Ω2 をそれぞれ一つのトレフツ要素

で分割を行う．

4.3.1 1/4領域での解析

x = 0，y = 0の 2面を対称面とし，解析領域は図 4.14の斜線のない領域 (r ≤ a1，a1 ≤ a2 か

つ 0 ≤ ϕ ≤ π/2，a2 ≤ r）とした．0 ≤ ϕ ≤ π/2の範囲での Γ1，Γ2 の線要素分割数を Ds とし，

空間高調波の展開項数Mc をMc = 4Ds とする．なおトレフツ要素の外周である円周 Γ1，Γ2 の分

割数は，自動分割の仮定により，4Ds となる．対称性の制約を課さず全領域を解析する場合の要素

分割は，対称性を用いた HTFEM解析の領域分割を対称となるように折り返している．このため，

円周 Γ1，Γ2 の分割数は，4Ds であり，空間高調波の打ち切り項数をMc = 4Ds とした．

表 4.4は k0d = π/0.145，
√
εr = 1.45，Ds = 18とした場合の，実効屈折率 neff(= γ̂/k0)を調べ

たものである．文献 [12]の FEMは二次の三角形ノーダル要素で磁界の x, y 成分をそれぞれ離散

化している．対称性の制約を課した HTFEMによる結果は他の解析法による文献値 [12]，[38]と

実部が良く一致している．虚部は，文献 [12]の結果よりもMultipole method[38]に近い値となっ

ている．文献値 [12]と HTFEMの虚部が異なるのは，文献値 [12]では実効屈折率の実部が 10進

数で 4,5桁，その虚部が非零となる桁までの精度で計算しているためだと考えられる．なお，ここ

では示さないが，対称性の制約を課した HTFEMの結果と全領域を解析した結果は，実部の有効

桁数 7桁以上，虚部で 4桁以上一致している．図 4.15，4.16は HE11 モードと TM01 モードの電

界の z 成分である．1/4 領域と全領域を解析する HTFEM により求めた界分布が一致しており，

正方形領域 −2d ≤ x, y ≤ 2dの 200 × 200の格子点を用いた数値積分により算出した重なり積分

値の 7桁以上の一致している．また，他のモードの界分布の一致も重なり積分から確認している．

以上，実効屈折率ならびに界分布から，本論文で示したトレフツ要素の対称条件組込み方法が妥

当であることが確められた．

次に，このホーリーファイバの誘電体を SiO2[101]に変更し，対称条件を課して実効屈折率と損

失の波長依存性を調べた結果を図 4.17に示す．図 4.17(a)の分散曲線はいずれのモードでも文献

値 [12] と一致している．図 4.17(b) の損失は，TE01，TM01，HE21，HE11 について傾向が一致

しており，これらのモードより損失が大きい HEa
31，HEb

31，EHa
11，EHb

11 モードでは文献 [12]と

一致している．これは，文献値 [12]と HTFEMの虚部に差がある理由と同じであり，文献値 [12]

では実効屈折率の実部が 10進数で 4,5桁，その虚部が非零となる桁までの精度で計算しているた

め，実効屈折率の実部の一致度に比べ，損失に対する虚部の一致度が低くなっているからである．

次に，実効屈折率の実部 Re{neff}の未知変数の数依存性を調べる．k0d = π/0.155，
√
εr = 1.45

69



図 4.14　ホーリーファイバの HTFEモデル（1/4領域）

とし，縮退する 2つの HEa
11，HEb

11 モードを解析した結果を図 4.18に示す．対称性の制約を課し

た二つの HTFEM の結果と全断面を解析した結果から，対称性の制約を課した HTFEM の方が

少ない未知変数の数で解の収束値に近付くことが確かめられる．ここでは示さないが，図示した未

知変数の数が最大の場合に，対称性の制約を課した HTFEMの結果と 1/4領域を解析対象とした

COMSOLの実効屈折率の実部は，有効桁数で 7桁が一致していた．HTFEMの未知変数の数が

少ないと実効屈折率が単調に増加しないのは，原因は明確ではないが，未知変数の数が少ないため

界分布の近似が不十分なためと考えられる．

図 4.19は図 4.18に示した HEa
11，HE

b
11 モードの実効屈折率の実部 Re{neff,1}，Re{neff,2}の差

の未知変数の数依存性を調べたものである．対称性を課した HTFEMの結果ならびに全領域を解

析する HTFEM の結果の一部と 1/4 領域を解析する二つの HTFEM の結果が図示されていない

のは，固有値の実部が浮動小数点表示で 15桁一致しており，差の値が図の範囲外であったためで

ある．未知変数の数が増えると COMSOL の計算結果では誤差が減少していることが確かめられ

る．図示した未知変数の数の範囲では，他の計算法に比べると，HTFEMによる実効屈折率の計算

誤差が最も小さいことがわかる．

図 4.20は計算時間を調べたものである．用いた計算機は，Intel R⃝ Xeon（基本周波数 3.47GHz，

6コア，12スレッド），主記憶 96GBを備えている．SSMの複素モーメント行列の算出に必要で

ある [T (γ)]−1[V ]の計算は、連立一次方程式ソルバーである PARDISOを用いて求めている．1/4

領域での COMSOL の 6 点，HTFEM それぞれの 4 点で直線近似した場合，傾きは 1.1，1.0 で

あった．同じ未知数では COMSOL よりも HTFEM の方が高速である．また，一定の値に収束

している未知数として，COMSOLで 92609，HTFEMで 13014のとき，HTFEMの計算速度は
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COMSOLの 18倍であった．

4.3.2 不必要なモードを求解しない解析

本節では，ホーリ―ファイバの誘電体の屈折率を
√
εr = 1.45とし，規格化周波数 k0d = π/0.145

における複素伝搬定数と界分布を調べる．

はじめに，図 4.21の斜線のない 1/12領域 (r ≤ a1，a1 ≤ a2 かつ 0 ≤ ϕ ≤ π/6，a2 ≤ r）を解析

領域としたHTFEM解析を行う．0 ≤ ϕ ≤ π/6の範囲での Γ1，Γ2の線要素分割数をDs′ とし，空

間高調波の展開項数Mc をMc = 12Ds′ とする．なおトレフツ要素の外周である円周 Γ1，Γ2 の分

割数は，自動分割の仮定により，12Ds′ となる．Ds′ = 6とした場合の，実効屈折率 neff(= γ̂/k0)

を調べたものを表 4.5に示す．1/12領域を HTFEM解析した実効屈折率と 1/4を解析したものと

が一致している．図 4.22，4.23は TM01 モードと TE01 モードの電界の z 成分を図示したもので

ある．HTFEM 解析領域を 1/12 領域として求めた界分布は 1/4 領域とした界分布と一致してお

り，正方形領域 −2d ≤ x, y ≤ 2dの 200× 200の格子点を用いた数値積分により算出した重なり積

分値の 7桁以上の一致を確認している．また，HE31 モードの界分布の重なり積分の値も 7桁以上

の一致を確認している．

次に，不必要なモードを求解しない HTFEMを考える．求めるモードは，HE11 モードと HE21

モードである．x = 0，y = 0 の 2 面を対称面とし，前述したように解析領域を図 4.14 の斜線の

ない領域 (r ≤ a1，a1 ≤ a2 かつ 0 ≤ ϕ ≤ π/2，a2 ≤ r）とした．空間高調波の展開項数Mc を

Mc = 4Ds とする．Ds = 18とした場合の，実効屈折率 neff(= γ̂/k0)を調べたものを表 4.6に示

す．各モードでの実効屈折率が一致している．しかし，不必要なモードを求解しない HTFEMに

は 1/4領域での HTFEMでは求まっていない解が存在している．この解の混入原因を調査するた

めに，この解に対応する界分布と，トレフツ要素を用いずに Γ1，Γ2 を磁気壁とした FEM 解析

による界分布を図 4.24に示す．HTFEMに混入する解と FEMにより求めた界分布が一致してお

り，Ωd 内に閉じこもる共振解となっている．この共振解混入の原因は，通常要素で分割する領域

で，不必要なモードが取り除けていないためであると考えられる．図 4.25は HE21 モードの電界

の z 成分である．正方形領域 −2d ≤ x, y ≤ 2dの 200 × 200の格子点を用いた数値積分により算

出した重なり積分値の 7桁以上の一致を確認している．
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4.4 むすび

伝搬方向に一様な電磁波導波路伝搬特性の HTFEM解析法の適用を行った．

まず，円筒誘電体導波路を例に解析解との比較により，その妥当性を確認した．

次に，解析対象をホーリーファイバとし，全断面領域を解析する HTFEM による計算結果を

COMSOLによる計算結果ならびに文献値 [5]，[11]，[38]と比較して，妥当性，有用性を確認した．

HTFEMは導波路断面全体を解析領域としても，電磁界の対称性を利用した 1/4構造を解析領域

としたベクトル要素を用いた文献値 [5]ならびに COMSOLによる計算結果と，同程度の未知数で

あれば，ほぼ同程度の精度の固有値が求まっている．また，ホーリーファイバの対称な界分布を有

する導波路固有モードの解析を対象として，界分布の対称性の制約を課した HTFEM解析を行っ

た．対称性の制約を課さない HTFEMによる結果，COMSOLを用いたベクトル要素のみによる

結果，文献値 [12]，[38]と比較して，妥当性，有用性を確認した．さらに，求解不要なモードを抑

制する HTFEM解析を行いその妥当性を示した．
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表 4.4　実効屈折率 neff（1/4領域）

HTFEM(Quarter cross section) FEM[12] Multipole Method[38]

HEa
11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453935−j4.11×10−8

1.4453953−j3.15×10−8

HEb
11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453931−j4.12×10−8

TE01 1.4385838−j5.31×10−7 1.4385760−j3.97×10−7 1.4385858−j4.99×10−7

HEa
21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384419−j7.13×10−7

1.4384458−j9.93×10−7

HEb
21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384376−j7.11×10−7

TM01 1.4383648−j1.41×10−6 1.4383622−j1.03×10−6 1.4383667−j1.37×10−6

HEb
31 1.4304079−j2.15×10−5 1.4303848−j2.25×10−5 1.430175−j2.22×10−5

EHa
11 1.4299564−j1.59×10−5 1.4299517−j1.67×10−5

1.4299694−j1.58×10−5

EHb
11 1.4299564−j1.59×10−5 1.4299459−j1.68×10−5

HEa
31 1.4292498−j8.73×10−6 1.4292608−j9.17×10−6 1.4292553−j9.34×10−6
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図 4.15　 HE11 モードの電界の z 成分
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図 4.16　 TE01 モードの電界の z 成分
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図 4.17　実効屈折率と損失の波長依存性
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図 4.18　実効屈折率の実部 Re{neff}の未知数依存性
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図 4.21　ホーリーファイバの HTFEモデル（1/12領域）
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表 4.5　実効屈折率 neff（1/12領域）

HTFEM(1/12 cross section) HTFEM(Quarter cross section)

TE01 1.4385838−j5.31×10−7 1.4385838−j5.31×10−7

TM01 1.4383648−j1.41×10−6 1.4383648−j1.41×10−6

HEb
31 1.4304079−j2.15×10−5 1.4304079−j2.15×10−5

HEa
31 1.4292498−j8.73×10−6 1.4292498−j8.73×10−6

表 4.6　実効屈折率 neff（1/4領域，特定のモードを求解）

HTFEM(1/12 cross section, solving specified modes) HTFEM(Quarter cross section)

HEa
11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453953−j3.19×10−8

HEb
11 1.4453953−j3.19×10−8 1.4453953−j3.19×10−8

HEa
21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384450−j9.72×10−7

HEb
21 1.4384450−j9.72×10−7 1.4384450−j9.72×10−7

- 1.4399066−j6.71×10−18 -
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図 4.22　 TM01 モードの電界の z 成分
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図 4.23　 TE01 モードの電界の z 成分
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図 4.24　共振解の電界の z 成分
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5 結論

本論文では，電磁波導波路伝搬特性の高精度数値解析法の開発を目的として，開放領域の扱いが容

易で，任意形状の取扱いが可能なハイブリッドトレフツ有限要素法（Hybrid Trefftz finite element

method: HTFEM）の開発を行った [61]．従来，求解が困難であった HTFEMが帰着する非線形

固有値問題（Nonlinear eigenvalue problem: NEP）を Sakurai-Sugiura射影法（Sakurai-Sugiura

projection method: SSM）を用いて，高速かつ高精度に求解が可能であることを示すとともに

SSMに起因して混入する不要解の除去方法を検討した [54]，[57]，[58]，[59]．また，解析対象が限

定されるが，ホーリーファイバの高精度伝搬特性析法であるMultipole method（MM）から得ら

れる NEPに SSMを適用し，SSMを利用することでMMが高速解析法として利用可能であるこ

とを確認した [43]．

はじめに，伝搬方向に一様な電磁波導波路伝搬特性の数値解析法を示した．トレフツ要素の補間

関数として円筒座標系の変数分離解であるベッセル関数からなる波動関数を用いた HTFEMの定

式化を示した．また，電磁界分布の対称性の制約を課した HTFEMの定式化，求めるモードを制

限して求解できる HTFEMの定式化を示した．

次に，SSM による NEP の解法を示した．SSM に起因する不要解の判別指標を新たに見出し

た．非ブロックバージョン SSMを，周期構造導波路の伝搬特性の HTFEM解析が帰着する NEP

に適用し，数値解析例から求解の妥当性を示した．また，ブロックバージョン SSMを，ホーリー

ファイバのMM解析から最終的に得られる NEPの求解に適用し，SSMの有用性を示した．さら

に，NEP の求解を滑降シンプレックス法で探索する場合と比較し，SSM の高速性を示した．ま

た，SSMの判別指標のグループ化にクラスタ分析を用いた自動判別法を適用し，SSM法の求解の

自動化可能性について肯定的見通しを得た．

最後に，2 章で定式化を行った HTFEM と SSM による数値計算例を示し，SSM を用いた

HTFEM が伝搬特性の高精度高速解法であることを示した．まず，単純な構造である円筒誘電体

導波路をトレフツ要素のみで分割した場合の数値計算を行い，解析解との比較により HTFEM解

析法の妥当性を示した．次に，解析対象をホーリーファイバとし，ホールを含んだ円環状の不連続

領域をベクトル要素で分割し, それ以外の一様領域をトレフツ要素で分割した数値計算結果を示し

た．この計算結果をベクトル要素を使用した文献値 [5]，[12]，[11]，MMによる文献値 [38]，有限

要素シミュレータ COMSOL Multiphysics R⃝(COMSOL)を用いた計算結果と比較して，妥当性，

有用性を示した．
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