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超音速飛行達成のための最適飛行経路生成の研究 

 

上羽 正純（航空宇宙システム工学ユニット 教授） 

○真下 滉平（航空宇宙システム工学コース 学部 4年） 

 

１．はじめに 

本学の航空宇宙機システム研究センターでは，高高度の大気中を超音速で飛行する基盤技術を

研究しており，この実証機として小型無人超音速機“オオワシ 2”の開発を行っている．超音速

機は燃料消費が大きいため、目標とする超音速を目標とする高度で達成する場合，最小の搭載燃

料で，これら目標を達成するための最適経路で飛行させる必要がある．本研究では数値解析によ

る燃料最小で高高度 / 超音速を達成するための最適問題として，経路生成を“オオワシ 2”を対

象に行った結果を示す．  

 

２．最適問題の解法 

２－１．最適問題の解法の種類 

 最適問題の解法には大別して間接法と直接法の 2 種類の方法がある．それぞれ表 1 に示すよう

な長所 / 短所を有す[1]．本研究は飛行速度が常に変化し，加速度に制限を付加するため扱いが容

易な直接法を使用した． 

 

 

 間接法 直接法 

定式化 難しい 簡単 

解析時間 初期値によっては速い 遅い 

収束半径 狭い 広い 

計算量 少ない 多い 

拘束条件 付加しづらい 付加しやすい 

 

２－２．直接法の手順 

 直接法は図 1 のように時間で変化する状態量を点列として離散化し，各点に状態方程式等の等

式制約条件を付与する方法である．手順は以下の通りである． 

(1) 時刻𝑡を𝑁分割し，𝑡 = [𝑡1, … , 𝑡𝑁+1]とする．𝑡1, … , 𝑡𝑁+1に対応する状態量𝐱を離散化し，𝐱 =

[𝐱𝟏, … , 𝐱𝐍+𝟏]とする． 

(2) 𝑡1, … , 𝑡N+1に対応する制御量𝐮 = [𝐮𝟏, … , 𝐮𝐍+𝟏]を𝐱に加え，未知量𝐗とする． 

未知量𝐗 = [𝐱𝟏, … , 𝐱𝐍+𝟏,𝐮𝟏, … , 𝐮𝐍+𝟏]  (1) 

(3) 微分方程式の差分近似と境界条件から等式制約条件を与える． 

(4) 状態量，制御量に制限を加えるため，任意の不等式制約条件を与える． 

(5) 目的関数を設定する． 

(6) 数値解析を実行する． 

表 1  間接法と直接法の特徴([1]参照) 

図 1 状態量の離散化イメージ 
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表 2 数値解析の解析条件 

想定機体 オオワシ 2 

目標高度[m] 10000 

目標速度[m/s] 299.58 

機体乾燥重量[kg] 270 

推力 / 比推力 GG-ATR熱解析データ 

高度ℎ[m]での気温𝑇(ℎ)[K] 𝑇(ℎ) = 𝑇𝑟𝑒𝑓 − 0.0065ℎ 

高度ℎ[m]での密度𝜌(ℎ)[kg m3⁄ ] 𝜌(ℎ) = 𝜌𝑜 ∙ 𝑒
−𝛽ℎ 

加速度の制限 6G 

距離の下限[m] 0 

高度の下限[m] 0 

水平速度の下限[m/s] 0 

垂直速度の下限[m/s] 0 

(𝑇𝑟𝑒𝑓：地上気温=288.15[K]， 

𝜌𝑜：地上大気密度= 1.225[kg m3⁄ ]，𝛽 = 9114) 

 

𝑥 

𝑦 

𝑂 

𝐷 

𝑚𝑔 

𝐿 𝐹 

𝑉 

𝜃 
𝛼 

γ 

図 2 二次元質点系での機体にかかる力 

直接法の数値解析には様々な手法があるが，本研究では最も一般的な逐次二次計画法を使用した． 

 

３．最適飛行経路の生成方法 

３－１．解析条件 

 表 2の条件にて数値解析を行った．推力と比推力は GG-ATR(ガスジェネレータ - エアターボ

ラムジェットエンジン)の熱解析データを用いた．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

３－２．状態方程式 

３－２－１．状態量と運動方程式  

解析を簡易に行うため，機体は図 2 に示すような二次元の質点系とした．機体の重量𝑚を考慮

し，状態量𝐱および状態量の微分𝐟は式(2)とした． �̇�𝑓は燃料消費率である． 

𝐱 =

[
 
 
 
 
𝑥
𝑦
𝑢
𝑣
𝑚]
 
 
 
 

, 𝐟 =

[
 
 
 
 
𝑢
𝑣
𝑎𝑥
𝑎𝑦
−�̇�𝑓]

 
 
 
 

  (2) 

 

機体にかかる加速度は式(3)より式(4)となる． 

𝑭 =
𝑑(𝑚𝒗)

𝑑𝑡
= 𝑚�̇� + �̇�𝒗, �̇� =

𝑭

𝑚
−
�̇�

𝑚
𝒗 (3) 

{
𝑎𝑥 =

𝐹𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐿𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐷𝑠𝑖𝑛𝛾

𝑚
−
�̇� 

𝑚
𝑢

𝑎𝑦 =
𝐹𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝐷𝑠𝑖𝑛𝛾

𝑚
−
�̇�

𝑚
𝑣 − 𝑔

 = {

𝐹𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐿𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐷𝑠𝑖𝑛𝛾

𝑚
+
�̇�𝑓 

𝑚
𝑢

𝐹𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝐷𝑠𝑖𝑛𝛾

𝑚
+
�̇�𝑓

𝑚
𝑣 − 𝑔

 (4) 
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３－２－２．無次元化 

 数値解析では値が過大または過小である場合，丸め誤差や桁落ちによって解析不能になる，ま

たは異常な解が発生する恐れがある．そこで状態量および運動方程式を無次元化することでこの

問題を防いでいる．本研究では終端高度𝑦𝑓と終端時間𝑡𝑓によって無次元化した．無次元化した状

態量と状態量の微分は式(5)，加速度は式(6)のようになる． 

𝐱 = [
𝑥

𝑦𝑓
   
𝑦

𝑦𝑓
   
𝑡𝑓

𝑦𝑓
𝑢  
𝑡𝑓

𝑦𝑓
𝑣  𝑚]

T

, 𝐟 = [
𝑡𝑓

𝑦𝑓
𝑢  
𝑡𝑓

𝑦𝑓
𝑣  
𝑡𝑓
2

𝑦𝑓
𝑎𝑥    

𝑡𝑓
2

𝑦𝑓
𝑎𝑦  − �̇�𝑓]

T

 (5) 

{
 
 

 
   

𝑡𝑓
2

𝑦𝑓

𝐹

𝑚
− 𝑦𝑓

𝐶

𝑚
(𝐶𝐿 sin 𝛾 + 𝐶𝐷 cos 𝛾)  + 𝑡𝑓

�̇�𝑓

𝑚
 �̂�

  
𝑡𝑓
2

𝑦𝑓

𝐹

𝑚
+ 𝑦𝑓

𝐶

𝑚
(𝐶𝐿 cos 𝛾 − 𝐶𝐷 sin 𝛾 ) + 𝑡𝑓

�̇�𝑓

𝑚
 �̂� −

𝑡𝑓
2

𝑦𝑓
𝑔

 

(ただし𝐶 = 1

2
𝜌�̂�2𝑆, �̂� = √�̂�2 + �̂�2) 

(6) 

なお，解析前は終端時間𝑡𝑓が不明であるため，未知パラメータとして式(1)の𝐗に加え，式(7)と

して解析を行っている． 

𝐗 =𝐭 [𝑥1 , … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛, 𝑢1, … , 𝑢𝑛, 𝑣1, … , 𝑣𝑛, 𝛼1, … , 𝛼𝑛 , 𝑡𝑓] (7) 

３－３．等式制約条件 

状態量𝐱の微分方程式の前進一次差分近似，状態量の微分𝐟の平均は式(8)となり，式(9)のような

等式制約条件ができる． 

�̇� ≅
−𝐱𝑖 + 𝐱𝑖+1

𝑑𝑡
, 𝐟 ≅

𝐟𝑖 + 𝐟𝑖+1
2

 (8) 

𝐟 − �̇� = 0 (9) 

また，各状態量の境界条件より式(10)のような等式制約条件が成り立つ．これも解析条件に加え

る．𝑚𝑜は初期機体重量，𝑉2は𝑚𝑜時の離陸安全速度， 𝑥𝑓は終端距離であり，𝑚𝑜と𝑥𝑓は値を固定せ

ずに解析を行う． 

𝐱𝟏 −

[
 
 
 
 
0
0
𝑉2
0
𝑚𝑜]
 
 
 
 

= 𝟎, 𝐱𝒏 −

[
 
 
 
 
𝑥𝑓

10000
299.58
0
270 ]

 
 
 
 

= 𝟎 (10) 

３－４．目的関数 

 目的関数は初期重量𝑚𝑜と重み係数𝐴をかけた終端時間𝑡𝑓とした． 

目的関数：𝑚𝑜 + 𝐴𝑡𝑓 (11) 

 

４．解析結果 

４－１．分割数および目的関数による経路の変化 

本解析においては，分割数を大きくすると計算時間が増大することは明白である．よって，分

割数を増大させても，飛行経路があまり変化しない分割数で解析を進めることとした．このため，

目的関数を初期重量のみ(𝐴 = 0)とし，分割数を 20～100で変化させ，飛行経路の変化が少なくな

った N=100 で，引き続き目的関数の重み係数 Aを変化させて，搭載燃料最小となる目的関数を

選定した． 
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図 5 動圧一定，経路角一定経路との比較 

 この結果，係数 Aを変化させた場合の飛行経路は図 3に、計算時間と燃料搭載重量は図 4のよ

うになった．重み係数𝐴が増加すると解析時間は増加する一方， 𝐴 = 16で燃料搭載重量は最小の

約 46 kgが得られた． 

  

４－２．動圧 / 経路角一定の経路との相違 

４－１で燃料搭載量が最小となった𝐴 = 16での経路と，動圧一定時および経路角一定時の経路

の比較を図 5に示す．また，それぞれの燃料搭載量を表 3に示す．目的関数が初期重量のみ(𝐴 = 0)

の経路も比較対象に加えている．目的関数が𝑚𝑜 + 16𝑡𝑓の場合の経路では，燃料搭載量が動圧一定

または経路角一定の経路よりも 6～11 kg少ないことが分かる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

５．まとめと今後の課題 

５－１．まとめ 

 直接法を用いて初期重量および終端時間の最小化を目的とする経路の生成を行った． 

 動圧一定または経路角一定の経路よりも少ない燃料搭載量で超音速を達成した． 

５－２．今後の課題 

 分割数を増加させると解析時間が超大になった．より詳細な解析には間接法や DCNLP

法，BDH法といった異なる手法または高度な計算ソフトが必要になる． 

 目的関数に終端時間を追加しないと燃料の低減ができなかった．終端距離等，目的関数

になり得る他のパラメータについても検討が必要と考える． 

  
図 3 重み係数 Aの変化による飛行経路 図 4 重み係数 Aと計算時間及び燃料搭載重量 

動圧一定 52.0 

経路角一定 57.1 

目的関数：𝑚𝑜 + 16𝑡𝑓 45.93 

目的関数：𝑚𝑜 56.15 
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